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Vorwort 



Verschiedene Umstände haben den Druck dieses zweiten 
Bandes, welcher die analytische Geometrie des Eaomes ent- 
hält, beträchtlich verzögert, so dass er über ein halbes Jahr 
später erscheint, als ursprünglich vom Verfasser vorgesehen 
worden war. 

Da die Gesichtspunkte hier im wesentlichen dieselben 
gewesen sind, welche bei der Abfassung des ersten Theiles 
massgebend waren, so kann hierüber auf das dortige Vorwort 
verwiesen werden. Auch die Anordnung und Behandlung des 
Stoffes ist in beiden Theilen ziemlich die gleiche, nur dass 
hier mit einem Leser gerechnet werden musste, der die ana- 
lytische Geometrie der Ebene bereits kennt und sich so 
bereits eine raschere Auffassung der Begriffe und Methoden 
dieser eigenartigen mathematischen Wissenschaft angeeignet hat 

Wenngleich der Inhalt des hier Gebotenen — selbst- 
verständlich immer unter Berücksichtigung der Zwecke, welche 
der Verfasser im Vorwort zum ersten Theil auseinandergesetzt 
hat — weder hinter dem zurückbleibt, was der Durchschnitt 
der Lehrbücher zu bringen pflegt, noch über dasselbe hinaus- 
geht, so wird man doch zahlreiche Ausnahmen finden. Zuerst 
ist hier die sehr eingehende analytische Behandlung der ge- 
raden Linie zu nennen, der nicht weniger als vier Paragraphen 
des zweiten Abschnittes gewidmet sind. In Anbetracht der 
Wichtigkeit, welche der geraden Linie in den Anwendungen 
so sehr zukommt, sind dort sogar die Strahlenkomplexe, ins- 
besondere diejenigen ersten Grades, also Gebilde aufgenommen, 



IV 

welche in vielen anderen Lehrbüchern überhaupt nicht er- 
wähnt werden. Dass diese Gebilde höhere Ansprüche an 
Eaumanschauung stellen, muss zugegeben werden; aber muss 
nicht andererseits gerade der Ingenieur und der Techniker 
darauf bedacht sein, ihnen zu genügen, da er häufig mit so 
verwickelten räumlichen Verhältnissen zu thun hat, wie sie 
nur selten in der reinen Mathematik ersonnen werden? 

Dann ist auch hier auf die projektive Seite der ana- 
lytischen Geometrie mehr Rücksicht genommen worden, als ihr 
meist zu Theil wird. Allerdings nicht in dem Umfange, wie 
im ersten Bande, weil das Buch nicht zu dick werden sollte 
und die projektiven Prinzipien überdies den Vorzug haben, 
dass sie meist ohne jede Anstrengung von der Ebene auf den 
Raum erweitert werden können. 

Der erste Abschnitt enthält die Grundprinzipien und 
Grundfon](i$ln der analytischen Geometrie des Raumes über- 
haupt. Also z.B. Formeln für Richtungen, Winkel, Längen, 
Flächen, Volumina, für Transformation der Koordinaten, femer 
den Begriff der Gleichung einer Fläche, sowie der Gleichungen 
einer Kurve. Der zweite Abschnitt behandelt die Gebilde 
.ersten Grades, also Ebene, Gerade, Punktreihe, Strahlen- 
büschel, Ebenenbüschel, Strahlen- und Ebenenbündel.. Der 
dritte und der vierte Abschnitt haben hauptsächlich die Theorie 
der Flächen zweiten Grades zum Gegenstande. Sie enthalten 
unter anderem eine sehr gründliche Diskussion der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades und eine weiter ausgeführte Dar- 
stellung der schönen Theorie der konfokalen Flächen. Der 
Schlussparagraph giebt in allgemeinen Umrissen gehaltene 
Betrachtungen über projektive Erzeugung von Kurven und 
Flächen, über Büschel und Schaaren und über projektive 
Verwandtschaften. 

Die jedem Paragraphen angehängten Uebungsaufgaben 
sind meist nicht leicht und sollen es auch nicht sein. Einige 



verlangen lästige numerische Rechnungen, an welche sich 
aber Jeder zu gewöhnen hat, der in die Lage kommen kann, 
mathematische Formeln auf einen bestimmten Fall anzuwenden. 
Andere wieder verlangen reifliches Nachdenken zur Auf- 
findung eines geschickten Ansatzes oder grössere analytische 
Umformungen u. s. w. Deshalb sind die Lösungen im Anhange 
auch etwas ausführlicher gegeben worden, als im ersten Theil. 
Möge dieser zweite Theil der gleichen Vorzüge theilhaftig 
befunden werden, welche die Kritik der Fachblätter dem 
ersten in so reichlichem Masse zuerkannt hat! 

Charlottenburg, den 23. Februar 1902. 



Prof. Dr. O. Dziobek. 
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Erster Abschnitt. 

§ 1-6. 



§1. 
Das rechtwinklige Koordinatensystem im Baume. 

Grandformeln. 

Das rechtwinklige Koordinatensystem wurde sehr 
bald aus der Ebene, in die es Cartesius eingesetzt hatte, 
in den Raum übertragen, da hierbei gar keine Schwierig- 
keiten zu überwinden waren und der unschätzbare Vortheil 
einer einheitlichen Lagenbestimmung die kleine Mühe über- 
reichlich lohnen musste. 

Es werden bei der Bildung eines räumlichen rechtwink- 
ligen Koordinatensystems irgend drei aufeinander senkrechte 
und allseitig unbegrenzt vorgestellte Ebenen (Fig. 1) als 




Fig. 1. 



Koordinatenebenen angenommen. Ihre drei Schnittlinien, 
in deren jeder man noch die Positiv- und Negativrichtung 
nach Belieben wählen kann, sind die Koordinatenachsen, 

1 



2 § 1. Koordinatensystem im Baume. 

die rc-Achse, die ^-Achse, die jefr^Achae. Die Ebenen heissen 
nach den beiden in ihnen liegenden Achsen die yz-^ die zx- und 
die a;y-Ebene. Der Schnittpunkt der Ebenen und Achsen ist 
der Anfangspunkt 

Unter Koordinaten eines beliebigen Punktes Pim Eaume 
versteht man dann die drei Lote; 

QP = X, BF = y, SP =^ z, 
von P auf die yz-^ die zx- und die ^ry-Ebene, nachdem sie durch 
die Längeneinheit in Zahlen ausgedrückt worden sind und 
diese Zahlen die Vorzeichen + oder — erhalten haben, je 
nachdem die Richtungen von Q nach P, von jR nach P, von 
8 nach P mit den Positiv- oder Negativrichtungen der x-, 
der y-, der ^e?- Achse übereinstimmen. Der Punkt P wird dann 
P (xy z) benannt ; seine Koordinaten sind hiemach, geometrisch 
betrachtet, Längen, denen die eine oder die andere von 
zwei entgegengesetzten Eichtungen zukommt, analytisch aber 
sind sie algebraische Zahlen, deren absolute Werthe 
diesen Längen, deren Vorzeichen diesen Eichtungen ent- 
sprechen. 

Anmerkungen a) bis i). a) In Fig. 1 sind bei auf- 
rechter Stellung des Buches die + a;- Achse vom Anfangspunkt 
nach vorn (d. h. auf den Leser zu), die + ^- Achse nach 
rechts, die -j- ^sr- Achse nach oben, also die negativen 
Eichtungen nach hinten, links und unten vorzustellen. Diese 
Uebereinstimmung der Achsenrichtungen mit den Haupt- 
richtungen des aufrechten menschlichen Körpers ist zwar 
durchaus nicht nothwendig, erleichtert aber doch namentlich 
dem Anfanger die Anschauung, b) Man beachte das dem 
Punkte P zugehörige Eechtflach PRTSQVOU, in welchem 
jede Koordinate viermal als Kante vorkommt, c) Die Figuren 
in diesem Buch sind fast alle als schiefe Projektionen der 
räumlichen Gebilde auf die y;2f-Ebene — die Ebene des 
Papiers — so gezeichnet worden, dass die Projektion der 
+ AT- Achse mit der + y- Achse einen Winkel von 120 <> und 
mit der + -sr- Achse von 150® bildet. Die y und z erscheinen 
also in ihrer wirklichen Eichtung und Grösse; um aber 
wenigstens die Grösse der x richtig wiederzugeben, kann 
man annehmen, dass der projicirende Strahl gegen die + rr- Achse 
um 45<* geneigt sei. Nur gelegentlich (z. B. Fig. 10) wurde 



§ 1. Koordinatensystem im Räume. 3 

diese Neigung so gewählt, dass die x eine Verkürzung auf 
die Hälfte ihrer wahren Länge erfahren (um die unschöne 
Abplattung des Profils der Kugel zu verringern, ohne die 
perspektivische Wirkung der Schiefe zu beeinträchtigen). 
d) Selbstverständlich würde man auch drei schief auf einander- 
stehende Ebenen zu Koordinatenebenen machen können 
{siehe I, § 4).*) Aber nur selten liegt ein Bedürfniss zur 
Einführung solcher schiefwinkligen Koordinatensysteme 
vor. Wohl aber erweisen sich beide, recht- und schiefwinklige, 
für die analytische Behandlung rein projektiver Eigenschaften 
als zu eng und müssen dann zu den allgemeinen Tetraeder- 
koordinaten umgestaltet werden, als den Erweiterungen der 
Dreieckskoordinaten in ider Ebene (siehe I, § 21). Da 
aber die zugehörigen Entwickelungen und Betrachtungen 
leicht von dort übertragbar sind, so ist unbeschadet gelegent- 
licher nachdrücklicher Hinweise auf projektives Gebiet von 
den Tetraederkoordinaten kein Gebrauch gemacht worden. 
«) Die Koordinatenebenen theilen den Raum in achtOktanten 
mit den acht möglichen Kombinationen der Vorzeichen, welche 
den absoluten Werthen der Koordinaten anhaften. Man pflegt 
«ie in zwei Gruppen zu sondern, eine mit einer geraden, die 
andere mit einer ungeraden Anzahl negativer Vorzeichen: 



Erste Gruppe 


X 


y 


Z 


+ 


+ 


+ 


-- 








+ 








+ 



Zweite Gruppe 


X 


y 













+ 


+ 


+ 




+ 


+ 


+ 





Man achte nun darauf, wie je zwei Oktanten derselben 
öruppe längs einer Kante (der + Ä?-Achse, der — ä;- Achse 
u. s. w.) zusammenstossen, während zwei Oktanten aus ver- 
schiedenen Gruppen entweder Scheiteloktanten sind und nur 
den Anfangspunkt gemeinsam haben oder zusammen einen 
räumlichen Quadranten bilden, f) Die ir-Achse wird auch 
•erste, die y-Achse zweite, die ;8^-Achse dritte Achse ge- 
nannt, wobei man stillschweigend den Cyclus (xyz) setzt. 

*) Bei Citirung des ersten Theües dieses Lehrbuches wird dieser I genannt. 

1* 



4 § 1. Koordinatensystem im Räume. 

In Fig. 1 erscheint die Drehung in der ir^-Ebene der + o? 
nach der + y- Achse um 90® entgegengesetzt zum Uhrzeiger^ 
wenn sie von einem Punkt der + ^r-Achse (von oben also) 
betrachtet wird. Das gleiche gilt, dem Cyclus entsprechend^ 
von der Drehung der + y nach der -j- ;er, der + ss nach der 
+ a?- Achse um 90 <>, gesehen von einem Punkte der -f- ir-Achse 
oder der + y- Achse. Nimmt man aber z. B. die ^-Achse nach 
unten positiv, ohne die Positivrichtungen der x und y zu 
wechseln, so kehrt sich dieser Drehungssinn um. Da er aber 
andererseits bei jeder Verschiebung und Drehung des Koordi« 
natensystems (wobei dasselbe wie ein fester oder starrer 
Körper anzusehen ist) erhalten bleibt, so wird man niemals 
zwei Koordinatensysteme mit entgegengesetztem Drehungs- 
sinn so zur Deckung bringen können, dass die Positiv- 
richtung der ersten Achse mit der Positivrichtung der 
ersten Achse, ebenso der zweiten und der dritten Achse zu- 
sammenfallen. Koordinatensysteme mit gleichem Drehungssinn 
mögen kongruent, mit entgegengesetztem symmetrisch 
heissen. Da es aber, wie vorhin gezeigt, so einfach ist, den 
Drehungssinn umzukehren, so sollen bei den künftigen Trans- 
formationen, wenn nicht ausdrücklich das Gegentheil gesagt^ 
nur kongruente Systeme vorausgesetzt werden, also nach 
Fig. 1 nur solche, bei denen der genannte Drehungssinn ent- 
gegengesetzt zur Uhr ist.*) g) Setzt man ;8? = 0, so beschränkt 
man sich auf Punkte in der rry-Ebene und fällt auf das ebene 
Koordinatensystem zurück, h) Weil im Eaume zur Be- 
stimmung der Lage eines Punktes drei von einander unab- 
hängige Koordinaten x, y, z nöthig sind, so wird er drei- 
dimensional genannt. Der Annahme eines vierdimensionalen 
oder ganz allgemein eines n dimensionalen Raumes lässt sich 
schlechterdings kein analytisches Hindemiss entgegensetzen^ 
wenngleich die Anschauung gänzlich ermangelt. Es giebt 
daher in diesem Sinne eine n dimensionale analytische 
Geometrie, gleich als ob der zugehörige w dimensionale Kaum 
wirklich der sinnlichen Wahrnehmung der Körperwelt zu 
Grunde läge. Dass dies, sobald w >> 3, nicht der Fall, thut 



*) Dies ist bei allen Formeln zu beachten, wo ein Drehungssinn ge- 
deutet werden soll. 



§ 1. Koordinatensystem im Baume. 5 

der inneren Widerspruchslosigkeit und Wahrheit der analy- 
tischen Entwickelungen keinen Abbruch, i) Es mögen hier 
noch diejenigen (nicht euklidischen) Raumformen flüchtig er- 
wähnt werden, bei welchen manche Axiome, z. B. das Paral- 
lelenaxiom (durch jeden Punkt nur eine Parallele zu einer 
gegebenen Geraden) in Wegfall kommen. Bei- derartigen 
Betrachtungen erscheint die analytische Geometrie des Baumes, 
d. h. unseres, der wirklichen Anschauung entsprechenden 
Baumes als ein besonderer Fall der sogenannten allgemeinen 
Mannigfaltigkeitslehre, auf die hier nur eben hingedeutet 
werden kann. 

Aufgabe I. Gegeben P(x,y,z). Gesucht Länge 
des Radiusvector OP = r. 

Bezeichnet man OS, also die Projektion von r auf die 
j?y-Ebene mit ^, so folgt aus den rechtwinkligen Dreiecken 

OTS und OSP 

^« = o;« + y^ r« = ö« + z^, 
also : 

r^= x'^ + y^ + z\ r = y^J^ + 2/2 + z'^, 1) 

Bemerkung: r wird als Radiusvector gewöhnlich ab- 
solut, ohne Vorzeichen genommen. 

Aufgabe IL Gegeben P(x,y,z). Gesucht Richtung 
des Radiusvector OP, 

Lösung: Selbstverständlich ist erst ein für alle mal und 
grundsätzlich zu erläutern, wie überhaupt Richtungen im 
Räume festzulegen sind. In der Ebene reichte hierzu ein 
Winkel aus, der sogenannte Richtungswinkel, beziehungsweise 
seine trigonometrische Tangente, die Richtungskonstante oder 
der Richtungskoefficient m. (Siehe I, § 2).*) Dieser Richtungs- 
winkel war der Winkel, welchen die zu ermittelnde Richtung 
mit der Richtung der + ic-Achse bildet. 

Im Raum aber werden flir jede Richtung drei Richtungs- 
winkel eingeführt, nämlich die drei Winkel a, ß, y, welche 
sie mit der + ä:- Achse, der + y- Achse, der + ^- Achse bildet 

Also r 

^TOF=a, ^ UOP = ß,jc: rOP = y. 



*) Bei Bezugnahme auf den ersten Theil dieses Lehrbuches wird der- 
selbe mit I bezeichnet. 
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Insofern sind diese drei Bichtungswinkel dem einen 
Bichtnngswinkel in der Ebene analog; es macht aber doch 
einen wesentlichen unterschied ans, dass dort der Bichtangs- 
Winkel nnr in einer Ebene lag, hier aber der Winkel o, 
ebenso wie ß nnd y in jeder darch die a:-Achse, beziehungs- 
weise y- nnd ^er- Achse gehenden Ebene liegen kann. Man kann 
daher auch nicht ohne weiteres von dem Sinn sprechen, in 
welchem z. B. die + iP-Achse um den Winkel a gedreht 
werden muss, da hierzu erst anzugeben wäre, von welcher 
Seite der Ebene des Winkels a diese Drehung betrachtet 
wird (vergl. die Bemerkung I, § 2, Seite 23). 

Die drei Winkel a, /8, y werden daher concav und posi- 
tiv, also von 0<> bis + 180^ angesetzt Man findet für sie 
aus der Fig. 1 sofort die Formeln: 

X X 

cos a = — = -,, 

r \x^ + y^ + ^^ 

cos 5 = ^ = t7=^= 

z z 

cos y = — = 



r y^;« + y« + ^2 

also 2> 



sin a = + 



sin ^ = + 



sin y = + 



y^ä-qr^ä-q-72 

y^rqi^ 



y^2 + y2 + Z"^ 

[Die sinus werden nach der eben getroffenen Vereinbarung^ 
positiv]. 

Aus 2) folgt durch Quadriren und Addiren: 

cos« a + cos» ß + cos« y — « T ^i T ^ ' 

Daher: 

cos» a + cos« ß + cos» y = 1. 8) 

Es wird sich bald herausstellen, dass bei Bichtungswinkeln 
nicht der trigonometrischen Tangente, wie in der Ebene, 
sondern dem cosinus der Vorzug zu geben ist. Man spricht 
daher auch kurz von den drei Bichtungscosinusj einer 
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Eichtung. Die Formel 3) kann daher auch so ausgedrückt 
werden: 

Die Summe der Quadrate der drei ßichtungs- 
cosinus ist = 1. 

Anmerkungen a) bis i) zu Aufgabe IL a) Nach 
Formel 3) könnte ein Richtungswinkel eliminirt werden, in- 
dem man ihn durch die anderen ausdrückt, z. B.: 

cos y = + yi — cos2 a — cos^ ß. 3 a) 

Es wird aber meist davon Abstand genommen, vornehmlich 
zur Wahrung der Symmetrie; dann aber auch, weil das 
doppelte Vorzeichen der Wurzel anzeigt, dass zu gegebenen 
Werthen von a und ß zwei supplementäre Werthe von y ge- 
hören. Und in der That : Wenn man die a?y-Ebene als Spiegel 
ansieht, in welcher die Richtung OP gespiegelt wird, so 
bleiben a und ß oflfenbar unverändert, während y in sein 
Supplement 180® — y übergeht, also cos y sein Vorzeichen 
wechselt Man behält daher lieber die Richtungswinkel alle 
drei bei und benutzt dann die Gleichung 3) gelegentlich zur 
Vereinfachung und Umformung, b) Bei Vertauschung irgend 
einer Richtung mit ihrer entgegengesetzten verwandeln sich 
die Richtungswinkel in ihre Supplemente und die Richtungs- 
cosinus wechseln ihre Vorzeichen. Fasst man also diese 
beiden Richtungen zu der einen Richtung einer unbegrenzten 
Geraden im Räume zusammen (vergl. I, § 2), so bleiben zwar 
nicht die cosinus selbst, aber doch ihre Verhältnisse 
cos a : cos /? : cos y eindeutig. 

Aber auch umgekehrt. Wenn diese Verhältnisse gegeben 
sind durch eine Proportion: 

cos a : cos /8 : cos y :^ w : w : p, 4) 

so sind damit die zwei entgegengesetzten Richtungen einer 
Geraden bestimmt. Denn aus 3) folgt dann sofort: 

cos a = — ■,, , cos ß = 



+ ym«+w2+i>3' + ym2 + n« + 2>* ' 
cos y = — ^; — 5) 

c) Setzt man in 2) r = 1, so folgt, dass die Richtungs- 
cosinus auch als Koordinaten eines Punktes P angesehen 
werden können, der auf der Richtung im Abstände = 1 vom 
Anfangspunkt liegt Und da sich allgemein aus 2) ergiebt: 
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• x:y : = COS a : COS ß : COS y, 2a) 

so stehen die Koordinaten aller Punkte, welche auf einer 
durch den Anfangspunkt gehenden Geraden liegen, in dem- 
selben Verhältniss zu einander, d) Liegt die Eichtung in 
einer Koordinatenebene, so ist ein Eichtungswinkel = 90^, 
der zugehörige cosinus also = 0, z. B. für die y^-Ebene: 
cos a = 0. Dann ergänzen sich ß und y, falls die Richtung 
in dem Quadranten zwischen + y und -j- liegt, zu 90 ® und 
für die andern Quadranten ist ß — y = ± 90 ®, oder ^ + y 
= 270 ö. Also immer: cos y = + sin ß. Die Gleichung 3) 
giebt dann einfach: 

cos2 ß + sin2 ^ = 1, 3 b) 

und so kann man auch 3) ansehen als Erweiterung der trigo- 
nometrischen Formel 3 b) auf drei zu einander senkrechte 
Achsen im Räume. 

Für die -j- ^r- Achse ist 
a = 0, ß = y = 90^, also cos a = -[- 1, cos ^ = cos y = 0. 

Für die — ^- Achse ist 6) 

a = 1800, ^ = y = 900, also cos a = — 1, cos /? = cos y = 

u. s. w. e) Endlich sei hier ausdrücklich und ein für alle 
mal bemerkt, dass man die Begriffe Richtungswinkel und 
Richtungscosinus auf alle geraden Linien im Räume ausdehnen 
und nicht auf solche beschränken soll, welche durch den An- 
fangspunkt gehen. Eine beliebige Gerade ist im allgemeinen 
zu den Achsen windschief; sie bildet aber mit ihnen die 
gleichen Winkel wie die Parallele durch den Anfangspunkt. 
Man legt daher allen parallelen Richtungen im Räume 
dieselben Richtungswinkel und dieselben Richtungscosinus 
bei. f ) Für analytisch geometrische Entwickelungen ist die 
eben auseinandergesetzte Methode zur Feststellung von 
Richtungen ganz besonders ihrer Symmetrie wegen geeignet. 
Sie hat deshalb hier mit Recht die erste Stelle erhalten, trotz- 
dem es noch eine andere, vor mehr als zweitausend Jahren 
ersonnene, eindeutige Richtungsbestimmung durch nur zwei 
Winkel giebt, welche man in der Astronomie, der Geographie, 
der Geodäsie u. s. w. beinahe ausschliesslich anwendet, aber 
auch in vielen Zweigen der Mechanik und Physik (z. B. in 
den Problemen der Drehung und des räumlichen Pendels), 
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kurz überall bevorzugt, wo durch die Aufgabe von vornherein 
eine Richtung vor allen anderen ausgezeichnet ist. 

Diese Richtung sei als ;2r-Achse genommen worden, etwa 
Richtung der Erdachse (+ nach Norden), so dass die ^y-Ebene 
als Aequatorebene zu betrachten ist. Ausserdem sei die Ebene 
des Anfangs- oder Nullmeridians zur ic-e?-Ebene gemacht worden. 
Dann ist die Ebene VPS Meridianebene von P. Die Winkel 

< TOS = ?, < SOP = (p 
entsprechen somit der geographischen Länge und der geogra- 
phischen Breite, l möge hier aber nur östlich, d. h. im Sinne 
der Drehung der + x zur + y, — x, — ^- Achse und zurück 
zur + ic- Achse von 0» zu QO^, 180«, 270 <^ bis 360 <> gerechnet 
werden.*) (p dagegen soll nach der positiven Seite (nach 
Norden) von 0<^ bis + 90® und nach der negativen von 0^ bis 
— 90® gehen, g) Um die Brücke von den analytisch-geome- 
trischen Richtungswinkeln aßy zu diesen beiden Winkeln l 
und (p zu schlagen, benutze man die beiden rechtwinkligen 
Dreiecke TOS und OSP, Sie ergeben : 

ic = ^ • cos Z, y = g • sinl, g = r» cosq?, is = r • sin 9?. 

Daher nach Elimination von g: 

X = r • cos<p • coslt y = r • cos(p • siul, z = r • sin 99. 7) 

Nun folgt aus 2): 

ip = r • cos a, y = r • cos /?, ^ = r • cos 7. 7 a) 

Daher : 

cos a = cos 99 • cos Z, cos ^ = cos 99 • sin Z, cos y = sin 99 8) 
womit sofort der Uebergang von 99 und Z zu a^ ß und y her- 
gestellt ist. 

Dass die letzte Gleichung : cos y = sin 99 richtig ist, lehrt 
auch ein Blick auf die Figur 1, welche zeigt, dass y und 99 
Komplementwinkel sind (y ^= Abstand vom Pol), dass also: 

y ■+-(p = 90% y = 90^ — % (p = 90^—y. 9) 

Die umgekehrte Transformation von a, ß und y zu 99 und l 
vermitteln nach 8) und 9) die Formeln: 

nno 7 COSa . , COSÄ . , COS /J ^ . 

a? = 90® — y, cosl = — — , sinZ= . ^ , tgl= —. 8a) 

^ ^^ siny' siny' ^ cosa ^ 

*) In der Geographie ist es leider immer noch üblich, die Länge nach 
Ost und West um je 180^ zu zählen, während der Astronom die Rektas- 
censionen und der Geodät die Azimuthe nur in einem Sinne von ® bis 360 ® 
nimmt. 
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h) Die Lage der fünf Winkel a, ß^ y, Z, cp zu einander ge- 
winnt übrigens an Deutlichkeit, wenn sie auf einer Kugel um 
als Mittelpunkt, — man denke an Erd- oder Himmelskugel — 
deren Badius = 1 gesetzt werde, durch Bögen grösster Kreise 
dargestellt werden. Man sieht dann, dass die beiden ersten 
Formeln 8) auch durch Anwendung des sogenannten Pythago- 
räischen Lehrsatzes für das sphärische rechtwinklige Dreieck 
entstehen, i) Es mag noch erwähnt werden, dass r, 97, l auch 
räumliche Polarkoordinaten von P heissen. Der üeber- 
gang von ihnen zu den rechtwinkligen Koordinaten geschieht 
durch die Formeln 7). 

Aufgabe IIL Gegeben zwei Punkte P^ (^^1%), 
P2 (iP2y2^2)- Zu ermitteln die Entfernung r = P^P^ ^^^ 
die Eichtung von P^ nach P^ durch die Winkel a, /?, y. 

Lösung (Fig. 2): Man ver- 
schiebe das Koordinatensystem 
parallel mit sich selbst so, dass 
der neue Anfangspunkt mit einem 
der Punkte, etwa P^ zusammen- 
fällt. Dann werden die Koordi- 
naten von Pgi 

^a — ^i> ya — Vu ^a — ^i> 

(sie heissen auch relative Koor- 
dinaten von Pg in Bezug auf Pi) 
und die Formeln 1) und 2) er- 




Fig. 2. 

geben nun sofort: 

r = |/(^2 - ^1)' + (2/2 — ViY + l^a 



cosa = 



X. 



2 



X 



-, C08/S 



_yi—yi 



, COSy = 






e. 



10) 
11) 



r ' ' r ' r ' 

also auch die überaus wichtige Proportion zwischen den drei 
Cosinus 

cos a : C0S)8 : cos y = i^a — x^ :y^ — y, : z^ — je^i. Ha) 

d. h. die Eichtungscosinus einer durch zwei Punkte 
im ßaume gehenden Eichtung verhalten sich wie die 
Differenzen der zugehörigen Koordinaten. (Vgl. I, § 5.) 

Aufgabe IV. Gegeben irgend zwei Eichtungen 
«lA^j und a^ß^y^ ini Eaume. Gesucht der von ihnen 
gebildete Winkel d. 
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Lösung: Man ziehe durch den Anfangspunkt (am ein- 
fächsten) zwei Gerade mit den gegebenen Sichtungen und 
nehme auf jeder irgendwo einen Punkt P^ (oo^yi^i) bezw. 
Pg (5;2y2^2) 8«i (Fig. 2). Der Winkel d möge, wenn nichts 
weiter gesagt, concav und ohne Vorzeichen genommen 
werden. Dann ist nach dem Cosinussatz für ebene Dreiecke: 

cos d = - — ö— 

oder nach 1) und 10): 

cos ö = ^ . 

Nach Zusammenziehen des Zählers wird die Formel viel 
einfacher : 

cogj^ ^^a + yiy2 + ^i^2 ^ ^.^ ^2 . ^L. y?. r :^.:^12> 

oder endlich nach 2): 

cos b = cos Ol • cos ag + cos/Si • cos /Sa + cos 71 • cos 72. 13) 
Bemerkungen a) bis f) zu Aulgabe IV. Um diese 

überraschend einfache und so wichtige Formel 13) zu prüfen^ 

lasse man die beiden Eichtungen zusammenfallen. Es wird 

dann 3 = 0, cos 3 = 1 und man erhält 

1 = cos* ai + cos*)8i + cos®7i, 

wie es sein muss nach 3). 

Oder man lasse die zweite Richtung mit der + Ä;-Achse 

zusammenfallen, so folgt sofort nach 6) : cos 6 = cos a^ d. h. 

6 = ai, u. s. w. b) Führt man nach 8) in die Formel 13) statt 

der Winkel a, /?, y die Winkel l und (p ein, oder behält noch 

besser y = 90<> — tp bei, wodurch 8) die Gestalt erhält: 
cosa ^ siny • cos l, cos/8 = sin y • sin ?, 

so folgt: 

cos3 = sinyi • sinyg • cosZi • cos l^ + sinyi • siny^ • sin^i • sinZ^ 

+ cos Vi • cos y«, 
d.h. . r r 

COS d = COS /i • cos 72 + sin y^ • sin ya • cos Q^ — l^). 14) 
Diese Gleichung ist offenbar nichts anderes als der Aus- 
druck für den Cosinussatz der sphärischen Trigonometrie, wie 
man sofort erkennt, wenn yi, y^ und 6 nach der vorher aus- 
einandergesetzten Methode auf die Einheitskugel als Bögen 
projicirt werden. So könnte nach und nach die sphärische 
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Trigonometrie überhaupt, wenn man es darauf anlegen würde, 
vollständig auf analytisch-geometrischer Grundlage abgeleitet 
werden. 

c) Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, dass die 
Richtungen (aißiy^) und {(hß^yi) aufeinander senkrecht stehen. 
Es wird dann d = 90 <>, cos 5 = 0. Also : 

Die Bedingung des Senkrechtstehens zweier Rich- 
tungen wird durch die Gleichung: 

= cos Qi cos «2 + cos ^icos ß2 + cos yi cos 72 15) 

dargestellt. (Vergl. I, § 2). 

Da sie för die cosinus homogen ist, so kann man statt 
dieser auch ihnen proportionale Werthe setzen. Daher: Ver- 
halten sich die cosinus einer Richtung wie m^ : ni : jpi und 
die einer andern wie m^ : n^: P2, so wird die Bedingung des 
Senkrechtstehens durch die Formel: 

= mi • w?2 + ^1 • ^2 + jPi -i^a 15a) 

gegeben. 

d) Man beachte aber auch die sehr wichtige Folgerung 
aus 15) und 15 a), dass eine gegebene homogene lineare 
Gleichung: 

m cosa -^ n cosß + p cosy = . 151)) 

unzählig viele Richtungen bestimmt, welche alle auf ein und 
derselben Richtung senkrecht stehen, d. h. also in derselben 
oder in parallelen Ebenen liegen. 

e) Die Gleichung 13) giebt cos 3. Wird sin d gebraucht, 
so bilde man: 

sind = ]/l — cosM =yi — (cosaiCOSaj+cos^iCOS^Sa+cosyiCOSyg)^. 
Der Radikand gestattet eine eigenartige Umformung. 
Man setze zunächst für 1 das Produkt: 

1 = (COS^Oi -f- COS*^i + COS^yi) (COS^Og + COS«)92 + cos^ya) 

und wende nun die folgende, in der analytischen Geometrie 
des Raumes viel benutzte, merkwürdige Identität an:*) 

= (yi^2 — ^ip^y + (^1^2 — %^2)^ + (^1^2 — Vi^^y 

deren Richtigkeit man hinterher durch Auflösen der Elammem 
sofort bestätigen kann. Es folgt dann: 

*) Derartige Umformungen algebraischer Ausdrücke finden sich viele 
hei analytisch-geometrischen Entwickelungen. 
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sin d = yu^ + v^~+ w^ 17) 

wo u, V, w Abkürzungen für die Ausdrücke bedeuten: 

u = cos/?i cos ^2 — cos 71 cos/?2 
V = cos Yi cos 02 — cosai cos^g 18) 

w= cos Ol cos/?2 — C0S)8i cosag. 
f) Man beachte, dass u, v, w den beiden Gleichungen ge- 
nügen: (Vergl. die folgende Aufgabe.) 

ucostti + t^C0S)?i H- «<?cos;/i = .-^v 

w cos ag + V cos^2 + ^ cos ^2 ^= 0. 

Aufgabe V. Gegeben irgend zwei Richtungen l^ 
(«lAyi) und i^ {(i^ß^y^) iöi Raum. Gesucht diejenige 
Kichtung l^ {asßsys), welche auf beiden senkrecht 
steht. 

Lösung: Man setze für ?i und ?3 ebenso flir l^ und ?8 nach 
15) die Bedingungen des Senkrechtstehens an, also: 
cosob • cosai + cos/Sg • cos/5i + ^osy^ • cos^i = 
cosag • COSOa + cos/?8 • oosßz + cos^g • cos^g = 
und bestimme die Verhältnisse cos a^ : cos ß^ : cos yg. Es folgt 
nach Ausfiihrung dieser kleinen Rechnung: 

cosog : coSjffg : cosyg =u:v:tv, 
wo u, V, w wieder die Ausdrücke 18) sind, wie nach 19) zu 
Termuthen war. Nach 4), 5) und 17) daher: 

^ u 



cosag = 



+ y^^2 _|_ ^2 _|. ^2 +sin3 



cos/Zg — ^ y^2 _|_ ^2^^ = -£^d 20) 



cos yg = 



w w 



+ '\u'^ + «;2 4- ^(;2 - + sin 6' 

Anmerkungen a) bis d) zu Aufgabe V. a) Zur Kon- 

trole von 20) lasse man die erste Richtung mit der + a;- Achse, 

die zweite mit der + ^- Achse zusammenfallen, setze also 

nach 6): 

cos Ol = -["!> coS)?i = 0, cosyi = 0, 

cosa2 = 0, cos/82 = + Ij cos^g = 0. 
Daher nach 18): 

^ == 0, V = 0, w; = -|- 1, 
und nach 20): 



/ 
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4- 1 

cosag = 0, cos^Sg = 0, cos j/3 = --J-j^= + 1^ 

<i. h. die Richtung der positiven oder negativen ;8f-Achse. 
b) Das doppelte Vorzeichen in 20) entspricht nach Anmerkung 
b) zu Aufgabe II den beiden entgegengesetzten Eichtungen 
des Lotes. Es bleibt daher noch die Frage offen, welche 
Eichtung das positive, welche das negative Vorzeichen in 
20) anzeigt, deren Beantwortung freilich erst ein in allen 
Fällen passendes Kriterium zur Unterscheidung dieser Eich- 
tungen voraussetzt. 

Jede Drehung in einer Ebene, also auch die Drehung von 

(«lA^i) °^ch («2^/2) ^^ den concaven Winkel b kann je 
nach der Seite,*) von welcher sie betrachtet wird, im Sinn 
oder im entgegengesetzten Sinn des Uhrzeigers erscheinen. 
Aber auch das Lot geht je nach der Eichtung, welche ihm 
beigelegt wird, also auch je nach der Wahl des Vorzeichens 
in 20) nach der einen oder anderen Seite der Ebene. Dem- 
zufolge muss das gewünschte Kriterium hierauf Bezug nehmen. 

Nun giebt in dem eben behandelten besonderen Falle a) 
das positive Zeichen in 20) die + ;8f-Achse, das negative 
Zeichen die — ;2f-Achse. Andererseits kann offenbar der all- 
gemeine Fall aus irgend einem besondem Fall durch stetige 
Veränderung der Eichtungen von \ und \ abgeleitet werden, ohne 
dass sie jemals zusammenfallen oder entgegengesetzt werden — 
dann nämlich würden m, v, w verschwinden und die Lotrichtung 
unbestimmt werden. Da femer bei beständigem Festhalten 
des + Zeichens in 20) ein plötzliches Umspringen des 
Drehungssinnes ausgeschlossen ist, so erhält man nach der 
auf Seite 4 festgesetzten Vereinbarung über den Drehungs- 
sinn des Koordinatensystems die folgende Entscheidung: 

Das positive' Vorzeichen in 20) entspricht der- 
jenigen Eichtung des Lotes, von welcher aus die 
Drehung der ersten nach der zweiten Eichtung im 
entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers erscheint 

c) Vertauscht man die beiden gegebenen Eichtungen, so 
wechselt 6 seinen Drehungssinn. Es wechseln aber auch 



*) Die beiden Seiten einer Ebene soUen hier die beiden Theile sein, in 
ivelche der Eamn durch die Ebene getheilt wird. 
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u, V, w ihre Vorzeichen und also auch die im Kriterium an- 
gezeigte Lotrichtung, wie es sein muss. 

d) Diesen Nachweis der Bedeutung des Vorzeichens in 
20) halte man nicht für unwichtig. Wo immer eine Drehung 
um irgend eine Achse in Frage kommt, da hat man sofort 
beide Eichtungen der Achse auseinander zu halten, um über- 
haupt den Sinn dieser Drehung erst angeben zu können.*) 
Bei Drehungsmomenten, Kräftepaaren (Pfeile derselben), bei 
elektrischen Strömen um Magnete (Ampöre'sche Regel) u. s. w. 
ist dies durchaus unerlässlich. Die analytische Behandlung 
solcher Fragen der Mechanik und Physik erfordert daher ge- 
bieterisch Untersuchungen von der Art, wie hier eine als Bei- 
spiel gefiihrt worden. 

Aufgabe VI. Gegeben eine durch einen gegebenen 
Punkt Po (a^o^o^o) gehende Gerade l mit der Eichtung 
{a^ß^y\ Das Lot q von einem beliebigen Punkte P[x,y^e) 
im Eaum auf l zu berechnen. 

Lösung: Bezeichnet man PqP mit r und den Winkel 
zwischen r und l mit ^, so ist: 

g' = rsin^. 

Da die Eichtung (oi, /?i, y^j von r sofort nach 11) durch 
die Gleichungen: 

cosai = — ^, cos/Si = ^-^, cosyi = — ^ 

bestimmt wird, so berechne man sin<J nach 17). Es wird 
hier : 

/> n (^ — ^o)coS)5— (y — Vo)cosy 
«i = C0Sj8 •cos^i— cosy • cos^i = ^^ — - — - — — -. 

Ganz ebenso folgen v und w. Setzt man diese Ausdrücke 
in 17) und darauf sin^ in die Formel qr= r • sin^ ein, hebt 
dann noch den Faktor r im Zähler und Nenner, so folgt: 

(iy—yo) COSy — (^— Zq) COS^)« -h {{Z—3o) COSa— (ä?— iTo) cosy)^ 

+ {(X — Xq) cos )8 — (y — yo) cos a)« 21) 



=K 



*) Die Erde z. B. dreht sich entgegengesetzt zum Uhrzeiger, wenn 
man sich ausserhalb derselben über dem Nordpol Torstellt und auf sie 
„herunter" sieht. Setzt man in diesen Satz Südpol statt Nordpol, so ist 
gerade das Gegentheil richtig. Mit dem Finger auf einem Blatt Papier 
im Kreise herumfahren und dabei sagen: so dreht sich die Erde, oder so 
läuft sie um die Sonne darf man nur, wenn zugesetzt wird, von Norden, 
oder Yon Süden her betrachtet. Sonst hat es keinen „Sinn". 
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oder anch nach der Identität 16): 

f — ((:r— a?o)cosa + (y— yo)cos^ + (ir— ;ero)cosy)2. 22) 

Aufgabe VII. Gegeben irgend zwei Eichtungen 
hißißiyi\ hi^hß^y^)^ die man am einfachsten von dem- 
selben Punkt ausgehen lassen kann. Gesucht eine 
beliebige Eichtung ^(ag/ffgyg) in der durch l^ und \ 
bestimmten Ebene. 

Lösung. Es sei {a^^ß^y^ die auf l^ und ig, also auf ihrer 
Ebene, also auch auf 1^ senkrechte Eichtung. Die Formel 15) 
giebt dann: 

= cos a^ cos ai + cos ^4 cos ^1 + cos y^ cos y^ 
= cos a^ cos a^ + cos ^4 cos ß^ + cos y^ cos y^ 
= cos 04 cos Og + cos ^4 cos ^8 + cos ^4 cos 78- 

Eliminirt man hier cos 04 : cos/84 : cosy4, so folgt in Deter- 
minantenform: 

cos Ol, cos^i, cos^i 

= cos 03, cos ^2, cos 72 23) 

cos 08, C0S^8> C0S}'8 

Diese Gleichung ist also diejenige Bedingung, welche er- 
fallt sein muss, damit irgend drei Eichtungen in derselben 
Ebene, beziehungsweise in parallelen Ebenen liegen. An ihrer 
Stelle kann man auch die drei Gleichungen setzen: 

cos ag = Aj cos «1 -[" ^ cos 02 
cos/Jg = ^1 cosjffi + h cos ^2 24) 

cos 78 = ^1 cos 7i + ^ cos 72 
da nach Elimination von X^ und i^ wieder 23) entsteht 
Ai und ^ sind übrigens von einander abhängig, da die Be- 
dingung 3) auch für (a^ß2y^ erfüllt sein muss. Durch Quadriren 
und Addiren entsteht daher, wenn der Winkel zwischen l^ 
und ^ mit 6 bezeichnet wird, nach 3) und 13) die Formel: 

1 = Ai2 -|- Ag^ + 2A1A2 cos d. 
Soll z. B. ^8 den Winkel 6 halbiren, so ist die Bedingung 
zu erfüllen: 
cos 08 cosai + cos ^8 cos^i + cos 78 COS71 = cos 08 cos 02 + 

cos ^8 cos ^2 + cos 73 cos 72. 
Daher nach Einsetzen von 24): 

^ + A3 cos (J = A2 + Ai cos d. 



§ 1. Koordinatensystem im Baume. 17 

Also kl = Aa, mithin nach der eben abgeleiteten Be- 
ziehung : 

-y2(l + co8d) -"2cos^ 

2- 

Die Eichtungscosinus der Winkelhalbirenden sind somit: 

cosa3=±^«-^^+^, cos^3=± '''^^ + 7^ 

2cos| 2cos^ 

2 2 

. cos Vi + COSVo 

cosy8 = ± — ■> — 

2cos|. 

Fiir die Nebenwinkelhalbirenden würde man erhalten haben: 

±2sin^ 
also : 2 

00303 = ±^'^5^^^ COS^,= ±^^^^^^^, 



2sin^ 2 sin 



, COS Vi — COSVo 



2 sin—, 
2 



Uebnngsauf gaben : 

1. Gegeben P, (0, 0, 0), P, (0, + 1, + 1), P2 (+ 1, 0, + 1), P« (+ 1, + 1, 0). 
Zu beweisen, dass Pq? A> A »-^s Ecken eines regulären Tetraeders sind. 

2. Welche Werthe haben Eichtungscosinus und Richtungswinkel der- 
jenigen Richtung, welche gegen alle drei Achsen gleich geneigt ist. 

3. Gegeben P, (+ 4, + 5, + 7), P, (-(. 4, - 5, - 7), P, (- 4, + 5, - 7), 
Ps ( — 4, — 5, + 7). Welche Besonderheit besitzt das Tetraeder PoPtPaPs- 

4. Die Richtungscosinus einer Richtung l^ verhalten sich wie 3 : 4 : 12. 
Die einer anderen ^ wie 1:1:1. Es soll eine Richtung l festgestellt 
werden, welche mit l^ einen Winkel von 60 ®, mit l^ einen solchen von 30 ® 
bildet. 

5. Man beweise, dass wenn in einem Tetraeder PoPiPaPs zwei Paare 
von Gegenkanten, z. B. PqPi und P2P3, sowie PoPa und PjPg aufeinander 
senkrecht stehen, dies auch mit dem dritten Paare P^Ps und P^P^ der 
FaU ist. 

6. Gegeben die vier Ecken Pi(aäyi%), . . . irgend eines Tetraeders 
PiPaPgP^. Es ist dieses Tetraeder zu einem Parallelepipedon zu ergänzen, 
derart, dass P^ Pa, Ps, P* viör von den acht Ecken desselben und die sechs 
Kanten PiPa, PiPs . . zu. sechs von den zwölf Flächendiagonalen des 

2 
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Parallelepipedons werden. Zu berechnen die Koordinaten der vier andern 
Ecken P'i, P'g, P's, PU- (P\ soll P^ gegenüberliegen u. s. w.). Wann 
wird das Parallelepipedon zu einem Rechtflach? 



§2. 

Fortsetzung der Grnndformeln der analytischen Geometrie 

des Baumes. Bestimmung Ton Punkten durch zwei^ 

drei und vier gegebene Punkte. 

Aufgabe I. Gegeben zwei Punkte Pi (^z^i, ^i, ^i) und 
Pa (^2) 2/2? ^2)' Gesucht: Inhalt des Dreiecks OPiP^- 

Lösung: Es ist zunächst (Fig. 2): 
also nach 17, §1): 



2 



w""- 



Nun ist nach 18) und 2) § 1 : 

u = cos /?! cos ^2 — cos yi cos ^2 = — ^-^• 



^1-^2 



Bildet man ebenso v und w und hebt rjrg im Zähler und 
Nenner, so folgt: 



=rl/ 



Eine zweite und direkte Ableitung dieser Formel beruht 
auf dem viel benutzten Satze, dass die senkrechte Projektion 
einer ebenen Fläche auf eine andere Ebene gleich dem 
Produkt aus dieser Fläche und dem Cosinus des Neigungs- 
winkels oder auch des Winkels der beiden Lote auf die Ebenen 
ist. Bezeichnet man also mit a^ßzVz ^i® Eichtungswinkel des 
Lotes auf AOP^P^ = A und mit Ay^, Azx^ Acoy die Pro- 
jektionen von A auf die yz-^ zx- und iry-Ebene, so folgt: 

Ayz = A • cos ag, Azx = A • cos/Sg? A^ry = A • cos^g. 

Daher durch Quadriren und Addiren nach 3) § 1: 

A2 = {AyzY + (A^^)^ + (A^y)^ 2) 

eine Formel, die übrigens der Formel 1) § 1 völlig analog 
ist Nach I § 5 findet man aber: 
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^yz= y^'^-'^y\ ^,^_?x^^.^ ^^y^ ^iy^-yx^s g) 

^nd durch Einsetzen in 2) entsteht wieder 1). 

Aufgabe IL Gegeben drei Punkte Px{x^yiZ^\ P%{x^y%z^j 
PgC^s^s^s)- Gesucht die Formel für den Eauminhalt T 
des Tetraeders .OPiPaPg. 

Erste Lösung: Es seien ri, r^^ r^ die drei Längen OP^y 
OP2J OPg; ai/öi^i, 02^2^2» ötg^sys ilire Eichtungswinkel; h die 
Höhe von Pg auf AOPjPg; a^ß^y^ ihre Eichtungswinkel; ^ der 
Winkel zwischen r^ und rg und endlich X der Winkel zwischen 
h und rg. Dann ist nach der Grundformel für Berechnung 
-des Volumens einer Pyramide: 

3 ' 

also, da AOPiPg = —--0 ? A = rg • cosA (ohne Eück- 

a,uf das Vorzeichen): 

jT = ^ • ri • rg • rg • sin 3 • cos l. 

Nun folgt aus 13) § 1): 

cosA = cosog • cos 04 4" cos^g • C0S)ff4 -f- cosyg • cosy^, 
und da h auf r^ und rg senkrecht steht, nach 20) § 1): 

. cos og • w -|- cos ^g • t; + cos yg • w 

cos A ■ . ^ • 

smö 
Also, nach Einsetzen von u, v, w aus 18) § 1): 

jr= ^-ri •rg-rgl cos Og (cos ^1 cos ^2 — cosyiCOS^Sg) + 

<50S^8(COSyiCOSa2 — COSOiCOSya) + C0Sy8(C0SaiC0S^a— COS^jCOSOa) 1. 

Setzt man hier für cos a, ein : — ^ u. s. w. und hebt ^i • n • r^ 
im Zähler und Nenner, so folgt endlich: 

^ ~ 6 L^^^^^^ "^ ^^^^^^ """ ^^^^^^ "~ ^^^^^^ ~" ^^^^^^ ~ ^sya^i J 1) 
oder in Determinantenform: 



6 



4 a) 



•^2» ^2» ^2 
^8? ^8? ^8 

Zweite Lösung: Dieselbe stützt sich auf den Satz, dass 
der Eauminhalt eines schief abgeschnittenen dreiseitigen 

2* 
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§ 2. Fortsetzung der Grundformeln. 




Prismas = dem Produkt aus dem Querschnitt und dem arith- 
metischen Mittel aus den drei Seitenkanten ist. Maa 
findet (Fig. 3): 

QiQ,QsPiP,Pz - OQ^Q,P,P,. 
Jeder der vier rechts stehen- 
den Körper ist ein solches Prisma. 
Die Querschnitte sind derEeihe 
f^ nach : 

AOQ^Qs, AOQ^Q^, AQiQsQs, 

Die Seitenkanten sind der 
•Reihe nach: 

0,^1,^8; 0,^8,^«; ^1,^8,^8; 

0, 01, 02- 

Fig. 8. Also : 

+ AÖi<2«Ö8-(^l+>2 + ^8) — AO(2,(?«.(0 + ^l+^2)]. 

Diese Formel gestattet sofort eine sehr erhebliche Verein- 
fachung. Denn es ist: 

A OQiQf, + A OQsQi + A QiQ^Qs — A OQ^Q, = 0. 

Multiplicirt man mit — 0(^1 + ^8 + h) ^^^ addirt zu der 
vorigen Gleichung, so folgt in der That: 

oder, da : A OQ^Q^ = — A OQ^Q^, A OQ^Q^ = — A OQ^Qs, 
(siehe I, § 5): 

T=^^0i^AOQ^Q^+js,.AOQ^Q^+0s'AOQ^Q^^, 

Nach Einsetzen der Formeln flir die Dreiecke: 

AOQ,Q, = '^'^^^' 

u. s. w. entsteht wieder 4). 

Anmerkung: Wie die Formel I, 8) § 5) den Flächeninhalt 
des Dreiecks positiv oder negativ geben kann, je nach dem 
„ümlaufssinn", so ist hier ein gleiches für das Volumen eines. 
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Tetraeders in Formel 4) zu erwarten. Aufschlnss über diesen 
Punkt giebt wieder die früher geführte Untersuchung über 
die Bedeutung des Vorzeichens in 20) § 1, aus der hervor- 
geht, dass cos^, also auch T, positiv oder negativ, je nach- 
dem Pg auf der Seite des AOP^Pg liegt, von welcher aus ge- 
sehen die Drehung von OP^ nach OP2 um den concaven 
Winkel d entgegengesetzt oder im Sinne des Uhrzeigers er- 
folgt. Gleichbedeutend hiermit ist das folgende Kriterium: 

Die Formel 4) giebt den Eauminhalt des Tetra- 
eders positiv oder negativ, je nachdem der Umlauf 
Pi — P2 — Pg — Pi von „aussen", d. h. von der zum 
Punkte entgegengesetzten Seite des APiPaPg be- 
trachtet, jjlinks" herum oder „rechts" herum erfolgt. 

Aufgabe III. Gegeben irgend vier Punkte Pi, Pj, 
J^8) ^4; gesucht der Rauminhalt T des Tetraeders 

Lösung: Derselbe wird sofort erhalten, wenn man einen 
Punkt, z. B. Punkt P^ zum Anfangspunkt macht und Formel 
4) anwen^ßt. Es wird: 

^9 — ^IJ 92 — Vu ^2 — ^1 

^8 ^» ^8 — VU h ^1 

^4 — ^1> Vi — Vif ^4 — ^1 

unsymmetrisch, lässt sich aber ohne Mühe 
nach Einführung einer neuen Horizontal- und Vertikalreihe 
(siehe I, § 20) symmetrisch gestalten. Man findet dann: 

1, ^2j y^t ^2 

I> ^8) ^8» ^8 
1> ^4» ^4? ^4 

(Subtrahirt man in 5 a) die Elemente der ersten Horizontal- 
reihe von denen der übrigen, so wird die erste Vertikalreihe : 

1, 0, 0, 
und die Determinante 5 a) reducirt sich auf diejenige in 5)). 

Aufgabe IV. Von der Formel 5) oder 5a) ausgehend, T 
durch die sechs Kanten ris, r^^ etc. auszudrücken. 

Lösung: Es ist nach 10) § 1: 

r^a« = (a^ — x^f + (y* — ^i)* + (*a — »i)' 
u. 8. w. Hier kommen die Koordinaten jedes der beiden Punkte in der 
zweiten Potenz vor, während 5) oder 5 a) in Bezug auf jede der zwölf 



6 
Diese Formel ist 



5) 



6 



5 a) 
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Koordinaten linear, wenn auch im ganzen vom 3 ten Grade ist. Also wird 
es sich wohl empfehlen 5) nach dem Multiplikationstheorem der Deter- 
minanten (I, § 20) zu quadriren und dahei die Horizontalreihen zu kom- 
poniren. 

Die Komposition gleicher Horizontalreihen ergieht ohne weiteres r^^y. 
^is^i ^14®; diejenige ungleicher aher erfordert erst eine Umgestaltung. Wird 
z. B. die erste und zweite genommen, so folgt: 

te — a^) (a<8 — Ol) + Ö^a — Vi) (^s — yO + (% — *i) (^ — »i) 
Nun wende man auf jedes der drei Produkte die Identität an: 

a^b^-^ 2^ 

und vereinige. So entsteht der Ausdruck: 

2 
Daher: 



36 ^2 = 



2 ' 2 

Tic? + r,s^ - n^ ris^ r^^ + nz^ - r^^ 



2 ' '2 

^34* ^14 



^2* + ^14* — ^24* ^3^ + *'l4^ — ^fl * ^ * 



> 



6) 



Dies ist die verlangte Formel, allerdings in unsymmetrischer Gestalt» 
Der zweite Ausdruck für T in 5 a) gieht hei gleicher Behandlung offenbar 
überhaupt keine Entfernungen; wohl aber kann man aus ihm nach aber- 
maliger Erhöhung des Grades der Determinante um eine Einheit auf die 
folgende, freilich nicht sehr nahe liegende Weise ein symmetrisches R&» 
sultat erzielen. 

Man füge in der Determinante 5 a) zu der aus vier Einsen bestehenden 
Yertikalreihe noch links die Eeihe hinzu: 

1, aa^ + 2/l* + *l^ x^ + y^ + ^^ x,^+yB^ + ^^ x^^ + y^^ + z^^ 
wobei die neue 1 das erste Element der neu hinzutretenden Horizontalreihe 
werden soll und setze die noch ausstehenden vier Elemente dieser Eeihe 
= 0. Der so umgeformte Ausdruck für T sei = T^, Darauf vertausche 
man in li die beiden ersten Yertikalreihen, wobei ein Vorzeichenwechsel 
eintritt und multiplicire dann die drei letzten Yertikalreihen sämmtlich 
mit — 2. Der so umgewandelte Ausdruck ist dann 2i = 8 Tj = 8 T. Nun- 
mehr multiplizire man die beiden entstandenen Determinanten fünften. 
Grades, Tj und T^ durch Komponiren der Horizontalreihen. 

Die erste und die erste Reihe geben dann offenbar null. Die erste 
Keihe von T^ mit einer andern Reihe von 2a und umgekehrt giebt stet» 
eine eins. Zwei gleichvielte Horizontalreihen geben wieder 0. Denn durch 
Komponiren, z. B. der zweiten Reihe in ^i mit der zweiten Reihe in T^ 
entsteht: 

<xi*+yi'' + ^^).l + l.(xt^ + yi^ + ^i') + x,.(-2x,)+y,.(-2y,)-^ 

%^ . (— 2xi) = 0. 
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Die übrigen Kompositionen ergeben aber endlich die Quadrate der 
Kanten. Denn die zweite Eeihe von T^ und die dritte von T^ liefern: 

fe« + 2/i' + V).l + l.(a:,* + y,* + *2') + aä.(-2%)4-2^,.(-2y2) + 







«1. 


(-2*2) = na» 




u. s. w. 


Daher enflllch: 












0, 


1, 1, 1, 


1 






1, 


0, rj,«, rsi», 


r^' 




288 2" = 


1, 


na 1 0, na , 


r^* 






1, 


»■i8*, ns', 0, 


r«* 






1, 


n**, »-4**, n«*, 






7) 



Anmerkung: Diese Formel wird noch durchsichtiger, wenn ausser 
in der ersten Eeihe die Nullen ersetzt werden durch rn^, rga*, /"sa*, r^*, 
d. h. durch die Abstände der vier Ecken von sich selbst. Setzt man in 6) 
oder 7) T = 0, so entsteht die viel benutzte Beziehung zwischen den 
6 Entfernungen von irgend vier in einer Ebene liegenden Punkten. Sie 
lautet nach der (recht mühsamen) Ausrechnung der Determinante 7) oder 6) : 

= - 2 [r^a* . ^3,^] + [r,a« . rs^T . [n^T - [n^^ . r,^^ . r,,^] " 7 a) 

wo jede eckige Klammer eine Summe bedeutet, die durch Addition aller 
durch Permutation entstandenen entsprechenden Glieder zu bilden ist, 
also z. B.: 

Bemerkung: Die bisher in § 1 und § 2 entwickelten 
Formeln genügen vollständig, um die Berechnung von Winkeln, 
von Entfernungen, von Flächeninhalten ebener Polygone und 
von Eauminhalten irgend welcher Polyeder {letztere können 
von einem beliebigen Punkt aus in Tetraeder getheilt werden, 
vergl. I, § 5), analytisch durchzuführen. Sie sind, abgesehen 
vielleicht von 6) und 7) dieses §, Grundformeln der ana- 
lytischen Geometrie des Eaumes, d. h. Formeln, die 
stets gebraucht werden, wo immer diese Wissenschaft An- 
wendung findet. 

Aufgabe IV. Gegeben zwei Punkte i\ fe^i^i), 
Pg (ÄTa^a-s^a). Gesucht irgend ein Punkt P{xyz) auf ihrer 
Verbindungslinie. 

Lösung: Es sei X das Verhältniss {P^F^F) = ^^. Man 

findet wie in I, § 5: 

oder auch, für manche Zwecke vortheilhafter : 
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^=^9+y(a?i— iK«), y=y2+y(yi— ^2), ^=-^«+y(^— ^2)9a) 

wenn in 8) gesetzt wird: 

-r=i = /* = i-''.i:ri = ''=i-A* 10) 

Für X = — 1, oder fi = v= - erhält man die Mitte: 



^1 + ^« yi + y« ^1 + ^8 

^= 2 ^ y= 2 ' ^= 2 8*) 

Führt man in 9) den Eadinsvektor r^^ ^uid seine Bichtnngs- 
winkel (aßy) ein, setzt also: 

^9 — % = r^j • cos a 
n. s. w., so folgt : 

^ = ^1 + ö cos a, y = yi + e cos /8, j? = jer^ -f- ^ cos y 11) 

wo jetzt ^ = ;i . ri2 der von Punkt zu Punkt veränderliche 
Parameter ist. Seine Bedeutung ist auch sehr einfach, denn 
Q ist nichts anderes, als die Entfernung zwischen P und Pi 
und zwar positiv, wenn P auf derselben Seite von Pi liegt, 
wie Pa und negativ im entgegengesetzten Falle. 

Aufgabe V. Gegeben drei Punkte Pj, P^, Pg. Ge- 
sucht ein beliebiger Punkt P{x, y, e) in der Ebene 
des Dreiecks PiPaPa- 

Lösung: Führt man die Verhältnisse n^:n^:n^ der drei 
Dreiecke ein, welche P zur Spitze und der Reihe nach P%Pz^ 
PgPi, PiPj zur Grundlinie haben, so folgt, ganz wie in I, § 5: 

^1 + Wa + tig 

^ n^vi + ^2y2 + ^ys ^«. 

ni + w, + Wg ^^^ 

j? = j j 

Wi -f- W2 + ng 

Haben Wj n^, Wg dasselbe Zeichen, so liegt P innerhalb des 
Dreiecks. Für den Schwerpunkt ist nj = n^ = ng, also : 

^_ x^ + x^ + x^ Vx -H yg + yg -_?i+^±^-io«\ 

^— 3 , y— 3 ,e— 3 lia) 

Aufgabe VI. Gegeben vier Punkte P1P2P3J4. 
Gesucht die Koordinaten irgend eines Punktes P so, 
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dass die vier Tetraeder mit P als Spitze und den 

Dreiecken P^P^F^, A-P^^i, -P^-Pi-P«, ^i^a-Ps als Grund- 
flächen sich wie vier gegebene Zahlen n^ in^in^m^^ 
verhalten. 

Lösung: Man bestimme den Schnittpunkt F'{xyz') von 
FF^^ mit der Ebene des Dreiecks PiP^Pg. Die drei Tetraeder 
mit P als Spitze und den Dreiecken F'P^P^, P*PzPi, PP1P2 
als Grundflächen verhalten sich dann wie diese Dreiecke ; ein 
gleiches gilt aber auch fiir die Tetraeder mit P4 als Spitze 
und denselben Dreiecken als Grundflächen. Also gilt es auch 
für die Differenzen, d. h. für die drei ersten in der Aufgabe 
genannten Tetraeder. Daher: 

AP'PjPs : AP'PaPi : APPiP« = w^ : w^ : %. 
Die Koordinaten von P' folgen also aus 12), wenn dort 
links statt xyz gesetzt wird x*y*0\ 

Endlich verhalten sich die Tetraeder mit APiP^Ps als 
Grundfläche und P4 bezw. P als Spitze wie die zugehörigen 
Höhen. Diese verhalten sich aber wie P^P' : PP'^ d. h.: 
P^P' : PP* = Wi + Wg + Wg + W4 : n^. 
Will man daher die Formel 8) anwenden, um P durc'h P^ 
und P* zu bestimmen, also: 

Xä —"" nX 

u. s. w., SO ist flir X der Werth zu setzen : 

._PP^_ P^P' - PP' _ n^ + fh + n^ 
^~ PP*~ PP' ~ ^4 * 

Werden dann noch für x'y*^* ihre eben bestimmten Aus- 
drücke, also: 

~ . % + ^2 + Wg 

u. s. w. eingefabrt, so entstehen die Formeln : 

% + ^2 4- Wg + W4 
_ ^1^1 + ^2^2 + »^3^3 + ^4^4 ^«. 

^ ^ %^1 + ^^2 + ^8^8 + ^4^4 

Wi + M^ + % + >*4 

Soll P innerhalb des Tetraeders liegen, so müssen Wj, Wg, 
«8j «^4 dasselbe Vorzeichen haben. Für w^ = fällt man 
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wieder auf die Formeln 12) zurück und P liegt in der Ebene des 
Dreiecks PiP^P^. Setzt man n^ = n^ = und — ^ = — A, so 

Wj 

liegt P auf der Geraden durch Pj und Pg und es entstehen 
die Formeln 8). Für Wj = n^ = tig = n^ erhält man den 
Schwerpunkt des Tetraeders: 

u. 8. w. Die Formeln 13) sind übrigens identisch mit den 
Formeln für den Schwerpunkt von vier Massenpunkten Pi, Pg, 
Pg, P4 mit den Massen n^, n^, ng, n^. 

Man kann auch 8) ansehen als Parameterdarstellung 
einer geraden Linie durch irgend zwei ihrer Punkte P^ P2 ; 
12) als Parameterdarstellung einer Ebene durch ii^end drei 
in ihr liegende Punkte Pj, P,, P3 ; 13) endlich als Parameter- 
darstellung für alle Punkte des Baumes durch irgend vier 
gegebene Punkte Pi, P^, Pg, P4. 

üebiingMafgabeii. 

1. Die Verbindungslinien der Glitten gegenüberliegenden Kanten eines 
Tetraeders gehen dnrch den Schwerpunkt und werden dort halbirt. 

2. Gegeben eine Gerade li durch zwei ihrer Punkte Pt (+ 4, + 6, — 2), 
P2 ( — 1, — 4, 4- 3), ebenso eine zweite Gerade ^ durch P3 ( — 5, + 1, + 0), 
P4(+4, + 2, +7) und eine dritte Gerade ^3 durch P5 (+ 1, +2, + 3), 
Pe (— 7| — 5, + 1). Verlangt wird eine Gerade /, welche l^ in Q^ (aäyi«i), 
h in Q2 (%ya««), I3 m Qa i^Vz^) »o schneidet, dass Q^ Mitte von d und 
Q, ist. Es sind die neun Koordinaten dieser drei Schnittpunkt« zu be- 
rechnen. 

3. Gegeben dieselben drei Geraden l^, l^, k wie in 2). Sie soUen vor- 
gesteUt werden als drei unbegrenzt verlängerte windschiefe Kanten eines 
Parallelepipedon. Es sind die acht Ecken zu berechnen. 

4. Das Volumen dieses Parallelepipedon ist zu finden. 



§ 3. 

Das Problem der Eoordinatentransformation. 

Orthogonale Transformationen und Beziehungen zwischen 

ihren neun Eoeffleienten. 

Parallelverschiebung. Der Uebergang von einem 
Koordinatensystem zu einem andern ist schon in § 1 f&r den 
einfachen Fall erledigt worden, dass die Achsen parallel 
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bleiben, also nur eine Parallelverschiebung vorliegt. 
Nennt man hier a, b, c die Koordinaten des neuen Anfangs- 
punktes in Bezug auf das alte System, xy0 die Koordinaten 
irgend eines Punktes P im ersten und x*y*0* im zweiten 
System, so sind die Transformationsformeln: 

X = x' + a, y = y* + b, = 0* + c 1) 

oder umgekehrt: 

X* = X — a, y* = y — b, z' = — c. 1') 

Drehung. Weit umständlicher dagegen wird die Be- 
handlung des Problems, wenn sich die Achsenrichtungen ge- 
ändert haben, wobei zunächst noch der Einfachheit wegen 
derselbe Anfangspunkt vorausgesetzt werden mag (Fig. 4). 
Auch soll der Drehungssinn beider Systeme derselbe sein, 
was ja keine wesentliche Be- 
schränkung ist, da im entgegen- 
gesetzten Falle nur eine Achse 
im neuen System die Positiv- 
richtung zu wechseln hat, um 
Uebereinstimmung des Drehungs- 
sinnes zu erzielen. (Siehe § 1.) 

Um zunächst die gegenseitige 
Lage beider Systeme zu einander 
festzustellen, nimmt man, wie 
sich sofort herausstellen wird, 
am besten die cosinus der neun 
concaven Winkel, welche die Positivrichtungen der drei 
Achsen des einen mit denen des anderen Systems bilden. Zur 
Erläuterung dient das folgende Schema: 
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in welchem a^a^a^, h\hf ^^^s die genannten neun Cosinus 
sind und zwar ein jeder desjenigen Winkels, welchen die in 
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i^i^^u7^4^. A ertikalrei)ie stehende Achse des ersten mit der in 
^*^^rr«p»T H(>ri»ontÄlTeih6 stehenden Achse des zweiten Systems 
'. .r.r.x' A]5f. E. B. r^ = cos « 1^0). 

^Hf ^t^mft^TtmtimdoTmela selbst ergeben sich nun mit 
.>:v?^t^^ Fiiift^ohWil; ans folgenden beiden Sätzen: 

^ pv T^r/>7Aüonen zweier gebrochener Linien (hier ORQP 
"tt nr*(^T*^ «xtischen demselben Anfangs- nnd Endpunkt auf 
;^va,m: p]t>f Kkhtung sind einander gleich. 

\, \^i^ ^^^yektion einer geraden Strecke auf irgend eine 
v<*u^ut|4- fei =^ dem Produkt aus der Länge der Strecke und 
,v^ v^/«aHi*5i des Neigungswinkels der Kichtung der Strecke 
^;<^•ai vÜxec;«^ Richtung. 

t^\viioirt man daher sowohl ORQP als auch ORQP auf 
iiiiVüAi wne Richtung /, so folgt sofort: 

A' cos (xT) + ycos(t/1) + z cos {^T) = x* cos {x'l) + 

y* cos (tfl) + ;8r' cos {z% 
Lässt man hier l mit der -|- ^-Achse zusammenfallen, so 
v»'ird: 

cos {xl) = cos {xx) = + 1, cos (y?) = cos {zl) = 0, 
cos (x*l) = aj, cos (y'Z) = «21 cos {z'l) = Og. 
Wird eingesetzt und darauf l ebenso in die y- und die 
^- Achse verlegt, so folgt: 

y = h^x* + b^y* + bs^ 3) 

Bringt man aber l der Reihe nach mit den Achsen des 

anderen Systems zur Deckung, so ergiebt sich in ganz gleicher 

Weise : 

X* = a^x + b^y -|- c^e 

y' = Oja; + b^y + c^z 3') 

z' = a^x + ^sy + ^^• 
3) und 3') sind die gewünschten Transformations- 
formeln. Sie können nur ümkehrungen von einander sein, 
so dass z. B. durch Einsetzen von 3) in 3') die drei Iden- 
titäten X' = x*^ y' = y', z' = js* entstehen müssen. Dabei ist 
sehr merkwürdig, dass, wie man sieht, beidemale genau die- 
selben neun Koefflcienten auftreten, nur dass solche drei, die 
bei 3) in einer Horizontalreihe nebeneinander stehen, bei 30 
in einer Vertikalreihe untereinander angeordnet sind und um- 
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gekehrt. Dies ist ein wesentliches Merkmal einer solchen 
„orthogonalen" Substitution, deren Formeln 3) und 3') übrigens, 
wie man sieht, auf das innigste mit dem Schema 2) verknüpft 
sind. 

Beziehungen zwischen den neun Eoefficienten der 
orthogonalen Transformationen. Die neun Eoefiäcienten : 

sind durchaus nicht von einander unabhängig, sondern durch 
Bedingungen an einander geknüpft, denen man eine grosse 
Mannigfaltigkeit von Formen gegeben bat. Am einfachsten 
gelangt man zu ihnen durch die Bemerkung, dass a^b^Ci die 
Bichtungscosinus der rr'-Achse in Bezug auf das System xy^ 
und ebenso a^hc^ der y'-Achse, a^^b^c^ der ;sr'-Achse sind. Nach 
3) § 1 bestehen also die drei Gleichungen: 

a^2 4. 1^2 + c,« = 1 

Ö2' + 62' + «2' = 1 4) 

«8^ + h' + ^' = 1. 
Nun sind ferner x\ y', z* drei aufeinander senkrechte Rich- 
tungen. Die Formel 15) § 1 für die Bedingung des Senk- 
rechtstehens giebt daher: 

«««8 + Ms + ^<% = 

«8«i + ^8^1 + ^8^1 = 5) 

«i«2 + hh + ^^ = 0. 
Diese sechs Gleichungen 4) und 5) sind von einander voll- 
ständig unabhängig. Aber sie sind auch zugleich erschöpfend, 
so dass jede andere Relation zwischen den neun Eoefficienten 
als eine Folge von ihnen darstellbar sein muss. Denn 4) sagt 
aus, dass «i^iq u. s. w. überhaupt Richtungskoefftcienten sind, 
während nach 5) diese drei Richtungen aufeinander senkrecht 
stehen, wie es von den x'j y', jsf'-Achsen verlangt wurde. 

Allerdings darf man dabei keinen Unterschied machen 
zwischen Transformationen auf kongruente und auf symme- 
trische Eoordinatensysteme, welche vielmehr erst noch zu 
trennen sind. Hierzu eignen sich aber die in Aufgabe V § 1 
angestellten Untersuchungen über die Entscheidung zwischen 
den beiden entgegengesetzten Richtungen eines Lotes ganz 
vortrefflich. Denn lässt man dort die erste Richtung mit der 
+ ÄJ'-Achse, die zweite mit der + y'- Achse zusammenfallen 
und nimmt in 20) § 1 das + Zeichen, so entsteht bei Eon- 
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gruenz die Eichtmig der + ^-Achse, bei Symmetrie der 
— ^-Achse. Im ersteren Falle folgt also (nach 18) und 20) § 1) : 

cos a, = a, = u == b^c^ — c^b^ iL s. w^ 
im anderen aber: 

«3 = — (fcjCs — Cib^) u. 8. w. 

Gemäss dem Cyclns {x'y'z') erhalt man also bei Kongruenz, 
wie hier Yoransgesetzt, die nenn Gleichungen: 

«1=6?^ — «2^8; h = Ci(h — «2^,; Ci = a,&, — ftsOg 
«2 = 6,^1 — cj)^; 62 = ^«1 — «s^^; ^ = «s^i — h^ 6) 
o» = 61C2 — ej)^; 63 = ^«2 — ^<^; ^ = «1*» — *A 
während bei Symmetrie rechts die Vorzeichen gewechselt 
werden müssen. 

Man bemerke wohl, dass die nenn Gleichungen 6) in 
doppelter Weise cyclisch sind. Denn je drei untereinander 
stehende werden durch den Cyclus (12 3), also eigentlich 
(x'y'z^), nebeneinander durch Cyclus (abe) oder (xye) in ein- 
ander übergeführt Es konnte also eine für alle mit der 
Massgabe gesetzt werden, dass damit alle durch Anwendung 
der Cyclen entstehenden mitgegeben seien. 

Die Formeln 6) zeigen zugleich eine besondere Eigentüm- 
lichkeit der Substitutionsdeterminante: 



%» ««» «3 



7) 



J = j &1, &2, 63 

an, dass nämlich die neun ünterdeterminanten hier mit den 
Elementen übereinstimmen. Bezeichnet man sie, wie in I, 
§ 20 mit: 

-^iBi Gl ; A^ß^ ^2 ? AgJjQ 63, 



80 ist z. B.: 
also nach 6): 



A-i — 62^ ^^> 



A^ = «1 u. s. w. 

Der Werth von A selbst ist auch sofort zu haben. Man 
entwickele nach den Elementen der ersten Vertikalreihe: 

J = a^A^ + b,B^ + c,C^=ai' + h^ + c,\ 
also nach 4): 

J = + 1. 8) 

(Für Transformationen in symmetrische Systeme dagegen: 
J = — !)• 
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Entwickelt man aber A nach den Elementen der ersten, 
dann der zweiten und dann der dritten Horizontalreihe, so 
folgt nach 6) und 8) sofort: 

»1^ + Oa^ 4- ög^ = 1 

&i' + V + fc3^ = l 40 

c,^ + (^^ + Cs^ = 1. 
Und zieht man endlich die Beziehungen zwischen Elementen 
und Unterdeterminanten : 

6iCi + 6,(7, + 63^3 = 
u. s. w. zu Rathe, so entstehen noch die Gleichungen : 

Cl«! + C2CL2 + ^3«3 = 5') 

Wie man sieht, gehen 4') und 5') aus 4) und 5) auch durch 
Vertauschung von Vertikal- mit Horizontalreihen hervor und 
ihre Richtigkeit folgt auch a priori durch die Bemerkung, 
dass jede der drei Gruppen: 

die drei Richtungscosinus einer Richtung giebt, nämlich der 
+ X-, der + y- und der + jßf-Achse, aber bezogen auf das 
x'y'z'-Sjstem als Koordinatensystem. 

üebrigens entstehen auch 4) und 5), beziehungsweise 4') 

und 5') rein analytisch durch Ansetzen der Bedingung, dass 

3) und 30 Umkehrungen von einander sein sollen. Denn setzt 

man z. B. 3) in die erste der Formeln 3') ein, so wird: 

X* = % (a^x' + a^y' + a^^*) + 61 (b^x' + l^y' + 63^') 

+ Ci (c^x^ + c^y' + C3^0 = (ai^ + 6^2 + q^) ^' 

+ K«2 + hh + ^^) y' + («1% + ^3 + <h<k) ^'• 

Diese Gleichung muss eine Identität sein, d. L die Koefifi- 

cienten von x\y' und z' müssen rechts + 1? ^> sein, womit 

drei der Gleichungen 4) und 5) wiedergefunden werden u. s. w. 

Erhebt man die Gleichungen 3) in's Quadrat und addirt, 

bildet also: 

x^ + y^ + z^ = {a^x^ + a^y' + a^z^f + (61^?' + \y' + h^z'Y 

+ (Ci^r' + c^y^ + %zy, 
löst die Klammern auf, zieht entsprechende Glieder zusammen 
und wendet 4) und 5) an, so entsteht sehr einfach: 

x^ + y^-^z^ = ic'2 + y*^ 4- 0*2^ 9) 

d. h. jede orthogonale Transformation hat die Eigenthümlich- 
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keit — welche auch, wenn man will, als Definition voran- 
gestellt werden kann — die Snmme der Quadrate der 
Variablen „in sich selbst" zu transfonniren. Diese Summe ist 
für solche Substitutionen „invariant", was ja auch durch 
Formel 1) § 1 ihre Erklärung findet, da sie das Quadrat des 
AbStandes vom Anfangspunkt in dem einen wie in dem andern 
System geben muss. 

Besonders einfach wird die Transformation, wenn dabei 
eine Achse, etwa die ir- Achse unverändert bleibt, also eine 
Drehung um sie vorgenommen wird. Der Drehwinkel sei 99; 
dann ist augenscheinlich: 

^ (xx*) = %^ W) = 900 + ^, ^ (xjs*) = 900 

^ {zx') = 900, < (^y.) = 900^ ^ (gz*) = 0. 
Die Formeln 3) werden daher jetzt : 

x = x*cos(p — y' sin9? 
y = X* sm<p + y* cos (p Sa) 

z = z* 
und man erhält nach Fortlassung der selbstverständlichen 
dritten Gleichung wieder die Formeln far die Drehung eines 
ebenen Koordinatensystems, wie sie in I, § 4 abgeleitet worden 
waren. 

Hier genügte eine einzige Grösse, ein Winkel <p. Aber 
der allgemeine Fall verlangt selbstverständlich drei Para- 
meter, da es sich um neun Eoefßcienten handelt, die nur durch 
sechs von einander unabhängige Gleichungen, nämlich 4) und 
5) oder 4') und 5') miteinander verknüpft sind. Dies geht 
auch aus der folgenden geometrischen Betrachtung hervor: 
Es sei zur besseren Uebersicht um den Anfangspunkt 

als Mittelpunkt eine Kugel beschrieben 
(Fig. 5), welche die positiven Achsen in 
den Punkten (+ x), (+ y\ (+ 0) ; (+ x% 
(+ y'), (+ ^0 schneidet. Führt man die 
Gerade OT ein, in welcher die xy- und 
die a:'y'- Ebene sich schneiden, be- 
zeichnet einen ihrer beiden Schnitt- 
punkte auf der Kugel mit {T) und 
nennt dann: 

Fig. 5. 
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q) den Winkel von (+ x) nach (T) 
%p den Winkel von (-j-^O ßach (T) 
d den Winkel von (+ x) (T) nach (+ x*) (T) 
und nimmt sie positiv, wenn, wie in Fig. 5), die erste Drehung 
von (+^), die zweite von {-\-e% die dritte von (T) aus (aussen) 
entgegengesetzt zur Uhr erscheint, negativ im andern Falle, 
so kann die Transformation auf folgende drei Drehungen 
zurückgeführt werden.*) 

1) Drehung von {x){y){z) um (s). Winkel = 99. Neue 

Lage (f)(iy)(C), (t) mit W, 
(S) mit (T) zusammen- 
fallend. 

2) Drehung von (f)(^7)(0 um (|). Winkel = d. Neue 

Lage (f')(i?0(a(fO mit 
(f), (CO mit (z") zusam- 
menfallend. 

3) Drehung von (f ') (jy*) (C) um (CO- Winkel = — %p. Neue 

Lage {x'){y'){z% 

Die Formel 3 a) ergiebt in ihrer Anwendung auf diese 
drei Fälle: 

L IL 

a: = |coS99 — riAvLtp; | = |'; 

y = f sin 99 + iy cos ^; ^ = v' ^^s 5 — C' sin d; 

z = C' C = ^' sin 5 + r cos (J. 

m. 

f * = ä;' cos V + ^ sin v' 
1^' = — x^ sin V + y cos %p 

Werden nun die beiden Zwischensysteme irj^ und f'i^T 
wieder eliminirt, was durch einfaches Einsetzen von III in II 
und darauf von II in I bewirkt wird, so entsteht die all- 
gemeinste Transformation 3). Man erhält so für die neun 
Koefficienten die Formeln: 



*) Bekanntlich führt man auch in der darstellenden Geometrie die 
Auffindung einer heliehigen rechtwinkligen Projektion eines Gebildes aus 
gegebenem Grundriss und Aufriss auf solche Drehungen zurück. 

3 
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a^ = coscpcostp + sin 93 sin v' cos (5 
Og = cos 99 sint^ — sin cp cos t/; cos S 
ttg = sin (p sin d, 

61 = sin (p cos xp — cos cp sin yj cos d 

62 = sin 99 sin ^ + cos cp cosy cos d 10) 

63 = — cos (p sin ^. 
Ci = — sin t^ sin ^ 
Cg = + cos v' sin d 
C3 = cos d, 

[Die Ausführung der Zwischenrechnungen ist hier unter- 
blieben, weil die Formeln 10) auch unmittelbar der Fig. 5 ent- 
nommen werden können. Denn % z. B. ist nichts anderes als 
cob(xx*). Bogen (xx') ist aber Seite des sphärischen Drei- 
eckes {x){T){x*), Der gegenüberliegende Winkel ist = d und 
die andern Seiten sind 99 und yj. So giebt der Cosinussatz 
sofort die erste der Formeln 10) und die anderen findet man 
durch Anschluss an den Punkt (TJ in ganz gleicher Weise]. 

Die Formeln 10) werden namentlich in der Anwendung auf 
Probleme der Physik und Mechanik trotz ihres Mangels 
an Symmetrie bevorzugt, besonders weil 99, %p und d so ein- 
fache Bedeutung haben und die Transformation auf Drehungen 
um Koordinatenachsen herauskommt. 

Dass aber andere, durchaus symmetrische Darstellungen 
vorhanden sein müssen, leuchtet ein und es wäre sonderbar, 
wenn sie trotz gründlichster Untersuchungen über orthogonale 
Transformationen noch nicht gefunden worden wären. Die 
folgende rein algebraische und rationale rührt von Euler her. 

Es seien m, n, p, q irgend vier Gröfsen und es werde 
der Einfachheit wegen gesetzt: 

m^ + n^ + p^ + q^ = N. U) 

Dann hat Euler gefunden: 

_ m^+n^—p^—q^ _ np — mq _^nq + mp 

"1 -^ > "2 — ^ jy= ? <h — ^ -j^ 



_ o Pn + mq _ m^—n^-\-p^—q^ , _ pq—mn 

^1 — ^ — ^ — 1 ^« — jy= y ^3 — ^ — -^ — 

_ o Sn—mp _ ^ qp + mn _ m^—n^—p^^q^ 



12) 
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Der Weg zu diesen Formeln möge hier nur skizzirt, aber 
dem Leser die Herleitung selbst überlassen bleiben. Euler 
liat bewiesen, das3 ein starrer Körper, hier das System xyz^ 
aus einer Lage in eine andere, hier x'y'z^ durch eine ein- 
zige Drehung übergeführt werden kann .*) Die Drehungsachse 
muss also in beiden Systemen dieselben Richtungswinkel a ^8 )^ 
liaben. Bezeichnet man den Winkel der Drehung mit ^, 
■schliesst dann die neun Winkel {xx') u. s. w. mittelst des 
€osinussatzes an diese Achse an [die Ausdrücke sind erst zu 
suchen] und führt endlich m, n,p, q durch die Proportionen ein: 

m:n:p : q = cos ^ : cos a • sin ^ : cos )8 • sin ^ : cos y • sin ^ 

so entstehen die Formeln 12). 



Es bleibt noch die allgemeinste Transformation zu 
erörtern, bei der weder der Anfangspunkt, noch die Achsen- 
richtungen geblieben sind. Hierzu mache man den Uebergang 
über ein drittes System f?^^, das mit xys die Achsen- 
richtungen, mit x'y'z' den Anfangspunkt gemeinsam hat. Be- 
zeichnet man mit a, fc, c die Koordinaten des neuen Anfangs- 
punktes in Bezug auf das System xyz^ so folgt nach 1): 

a; = f + a, 2/ = ^ + 6, ^ = C + c. 13) 

Werden femer die neun Richtungscosinus a^ = cos (xx*) 
n. s. w. eingeführt, so folgt aus 3) : 

I = a^x* + a^y' + 0^0' 

V = h^' + hy + h^' 14) 

Durch Zusammenziehen ergiebt sich also die gesuchte 
Transformation: 

x = a-{- OiX* 4" a^y* + a^z' 

y = b + b^x* + h^y* H- \z' 16) 

0= c + c^x* + i^y' + c^z', 

Sie enthält zwölf Koefficienten, die aber nur von sechs 
ijrillkürlichen Grössen abhängen. Denn a, 6, c, die Ver- 
schiebungskomponenten des Anfangspunktes, sind ganz will- 
kürlich, die neun andern Koefficienten aber hängen, wie eben 



*) Dieser Satz über Drehungen um einen Punkt heißst der Satz von 
^Chales". Euler hat ihn aber früher entdeckt. 

3* 



36 § ^* Koordinatentransformalloii. 

ansfohrlich gezeigt, von drei Parametern, z. B. 99, tp und d ab. 
So stehen also bei der allgemeinsten Transformation recht- 
winkliger in rechtwinklige Koordinaten sechs willkürliche 

€onstanten: 

a, h, c, <p, y), d 16) 

zur Verfugung. 

Bemerkung: Die Gleichungen 15) sind nicht nur fär die 
analytische Geometrie an sich von grösster Bedeutung, sondern 
sie bilden auch die Grundlage für die analytische Behandlung^ 
eines der wichtigsten Probleme der Mechanik, des Problems 
der Bewegung eines staiTen oder festen Körpers. Man denkt 
sich hierzu ein im Baume unbewegliches Koordinaten- 
system der xy0, sowie ein im Körper festes der x*y*z'j. 
welches letztere daher die Bewegungen dieses Körpers, als 
mit ihm fest verbunden, mitmachen muss und bezieht nun. 
jeden materiellen Punkt auf beide Systeme. Dann sind 
jederzeit für denselben materiellen Punkt x'y'^* konstante,. 
xyg aber mit der Zeit veränderliche Grössen, weil sich eben 
die Lage der Systeme zueinander durch die Bewegung stetig^ 
ändert Es sind also auch die sechs Gröfsen 16) Funktionen, 
der Zeit und man sieht wohl ein, dass es nunmehr nur noch 
auf die Ermittelung der letzteren ankommt, das Problem somit 
eine analytische Grundlage gewonnen hat. 

In der Regel wird dabei die Transformation 15) in die 
beiden Komponenten 13) und 14) aufgelöst, d. h. in die Be- 
wegung des im Körper angenommenen Anfangspunktes (meistens 
der Schwerpunkt) und in eine Drehung oder vielmehr kegel- 
förmige Bewegung um denselben.*) Man wird nun auch ver- 
stehen, weshalb einem starren Körper, von dem angenommen 
wird, dass er sich beliebig bewegen könne, sechs Grade 
von Freiheit der Bewegung zuertheilt werden. 

Uebungsanfgaben. 

1. Man zeige, dass eine orthogonale Transformation 3) oder 3') immer 
anf eine Drehung um eine Achse zurückgeführt werden kann und dass für 
die Richtungscosinus derselben die Proportion gilt: 

n : p : q =z C2 — ^3:03 — ^i ^ ^i — 0^2 

*) Für die Erde die sog. Präcession und Nutation. Diese Bezeich- 
nungen hat man dann auf andere Drehungen, z. B. der Geschosse 
übertragen. 
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2. Man eliminire aus den Eelationen zwischen den nenn Koefficienten 
der orthogonalen Snhstitation die drei in der Diagonale stehenden, nämlich 

und zeige, dass für die übrigen sechs die Gleichungen gelten: 
Cä* — ^3* = O3* — Ci* ^ fti* — «4* = a^biCi — dibsCi, 

3. Nachdem man nach 1) für die Verhältnisse der Differenzen 

Ca — ftg, Og — Ci, bi — Oa 
die Bezeichnung n:p : q eingeführt, yersuche man nach 2) die Euler'schen 
Pormeln 12) abzuleiten. 

4. Es sollen nach 12) alle orthogonalen Substitutionen gefunden 
iverden, welche zugleich vertauschbar sind (xyx mit x^y*x* zu vertauschen). 
Nach 1) entstehen sie durch eine halbe Umdrehung. Im besonderen drehe 
man um die zu der a;-, y- und «-Achse gleich geneigte Gerade. Wie 
lautet dann die Transformation? 



§4 

Der Begriff der Gleichung einer Fläche. 
Die beiden Hauptprobleme der analytischen Geometrie 

des Baumes. 

Die GleichuAg einer Fläche. In der Ebene stellt eine 
Gleichung 

oder in impliciter Form: 

F(x, y) = 

eine Kurve dar. Welcher Art wird nun, auf drei Veränder- 
liche erweitert, das durch eine Gleichung von der Form: 

^ = fi^, y) 1) 

oder implicite: 

F{x,y,z) = Q la) 

analytisch definii*te geometrische Gebilde sein? 

Dieses Gebilde ist selbstverständlich nicht mehr und nicht 
weniger, als die Gesammtheit oder der Inbegriff aller Punkte 
im Kaum, deren Koordinaten die vorgelegte Gleichung 1) oder 
la) erfüllen. Man sieht aber auch, dass zwei Koordinaten 
X und y willkürlich angenommen werden können, wenigstens 
so lange nach Einsetzen ihrer Werthe in 1) oder 1 a) für die 
dritte Koordinate z reelle Werthe erzielt werden. Im all- 
gemeinen ist also zu schliessen, dass die durch eine Gleichung 
1) oder la) getroffene Auswahl aus allen Punkten im 
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Eaum ein zweidimensionales Gebilde, d. L eine Fläche 
sein wird. 

Und umgekehrt stelle man sich irgend eine Fläche^ 
etwa eine Ebene oder eine Kugel vor, die zu dem Koordinaten- 
system eine beliebige Lage haben mag. Dann nehme man in 
der a;y-Ebene irgend einen Punkt Q beliebig an, ziehe durch 
ihn die Parallele zur ^e- Achse und suche den Schnitt P mit 
der Fläche auf. Augenscheinlich hängt QP = 5 von der Lage 
des Punktes Qj d. h. von x und y ab und der analytische 
Ausdruck dieser Abhängigkeit ist eben eine Gleichung von 
der Form 1) oder la), ist die Gleichung der Fläche. 

Somit ist für den Raum die Fläche, was für die Ebene die 
Kurve war, nämlich das durch eine einzige Gleichung zwischen 
den Koordinaten darstellbare geometrische Gebilde. Der un- 
endlichen Mannigfaltigkeit von Flächen, die man sich im 
Eaum vorstellen kann, z. B. Ebenen, Kugeln, Cylinder, Kegeln 
EUipsoide, Schraubenflächen u. s. w. u. s. w. entspricht die un- 
endliche Mannigfaltigkeit von Gleichungen, die zwischen drei 
Veränderlichen x, y und z gesetzt werden können. Beider- 
seits ist vor der Hand nirgend eine Schranke zu sehen. Wie 
die Kraft der Eaumanschauung des Geometers mit spielender 
Leichtigkeit neue und neue Formen von Flächen ersinnen und 
dem Analytiker mit der Frage nach ihren Gleichungen über- 
mitteln kann, so mag auch der letztere die ihm geläufigen 
Funktionen, wie Potenzen, Wurzeln u. s. w. an drei Veränder- 
lichen a;, y, beliebig ausüben, worauf der Geometer nun zu 
rathen hätte, welche Art von Fläche durch die und die und 
die Formel bestimmt ist. 

Dieses gegenseitige Entsprechen von Fläche und Gleichung» 
das durch die nun folgenden Beispiele ausgiebig erläut^t 
werden wird, giebt der analytischen Geometrie erst die be- 
sondere Eigenthümlichkeit, durch welche sie sich von allen 
andern Arten der Geometrie, namentlich der synthetischen 
Geometrie, unterscheidet. Aber schon jetzt treten mit voller 
Klarheit die beiden zu einander reciproken Haupt- 
aufgaben hervor; nämlich: 

Erstens: Gegeben eine Fläche durch geometrische 
Eigenschaften. Gesucht ihre Gleichung 
1) oder la). 
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Zweitens: Gregeben eine Gleichung 1) oder la). Ge- 
sucht der Verlauf, die Gestalt und die 
geometrischen Eigenschaften der durch 
sie dargestellten Fläche. 

Beispiele a), b), c), d) zur ersten Aufgabe. 

a) Eine Ebene schneidet von den Koordinatenachsen die 
Längen : 

ab. Wie lautet ihre Gleichung? 

• 

Lösung: Führt man ausser den gegebenen Punkten: 
Ä (+ 4, 0, 0), B (0, + 3, 0), C (0, 0, + 5) noch irgend einen Punkt 
P der Ebene als „laufenden" Punkt P{x,y,0) ein, so ist die 
Bedingung, dass P in der durch A, B, C gehenden Ebene liege, 
identisch mit der Bedingung, dass der Eauminhalt des Tetra- 
eders ABCP = sei. Macht man etwa A zum Anfangspunkt, 
so giebt daher die Formel 5) § 2 sofort die Gleichung: 

— 4, + 3, 

0= —4, 0, +5 

X — 4, V, z 



oder entwickelt: 
oder auch: 

allgemein : 



-4, y, 
\hx-[-2Qy-\-l2z = m 

4+3+5=1 



P 



•2) 
2 a) 



also eine Gleichung 
ersten Grades. 

b) Gegeben sind 
irgend zwei (wind- 
schiefe) Gerade l und 
li im Kaum. Gesucht 
der Ort derjenigen 
Punkte P, welche von 
beiden Geraden gleiche 
Entfernungen q und q^ 
haben (Fig. 6). 

Lösung: Es seien 
alc bezw. a^\Ci die 




Fig. 6. 
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Koordinaten irgend eines Punktes auf l bez. lu femer aßy bez. 
a^ßiYi ihre Richtungswinkel. Endlich sei P(x,y,jsf) der laufende 
Punkt auf der Fläche. Der Ansatz q = Qi oder öT* = ä'i^ 
liefert dann nach 21) § 1 sofort eine Gleichung zweiten 
Grades. 

Bei passender Wahl des Koordinatensystems erhält diese 
Gleichung eine sehr einfache Gestalt. Wie auch l und ?i 
liegen, stets giebt es eine dritte Linie (die kürzeste Ver- 
bindungslinie), welche beide schneidet und auf beiden senk- 
recht steht. Man nehme sie zur ;er-Achse, die beiden Schnitt- 
punkte A und Ai als die beiden vorgenannten Punkte auf l 
und li, setze AAi = 2A, mache die Mitte M zum Anfangs- 
punkt und nehme die Richtung MA als Positivrichtung 
der jsr-Achse. Dann ist: 

a = Af 6 = 0, c = 0, «1 = — A, &i = 0, c^ = 0. 

Ferner wähle man die x- und y-Achse so, dass sie die 
Winkel der durch M znl und Zj gezogenen Parallelen halbiren 
und bezeichne mit q? den Winkel von -j- x nach l^, also 
mit — 9? den Winkel von + x nach l Dann ist : 

cosa = COS9P, cos^ = cos(90^ + ^) = — sin 99, cosy = 
cosai= COS9?, coS)8i= cos(90<^ — 9?) = +■ sin 99, cosyi= 

21) § 1 giebt daher: 

q^ = {z — Ay sin*9!? + {z — Ay cos^^? + {xAxi(p'\-yco%(pY 

= {z — Ay + (ÄJsiny? + ycos^?)^ 

Ebenso : 

q^^ =^{ßs^ AY + (^ sin 9? — y cos 9?)*. 

Der Ansatz ö'i^ = g^ oder q^^ — q^z=Q fuhrt somit zu der 
überaus einfachen Form: 

4 z/ • jßf — 4:xy sin 9? cos 9? = 



oder: 



. = ?^- 3) 



A 2J 

wo p = 



sin <p cos 97 sin 2 99 ' 

c) Gegeben ein Würfel ABCDEFGH mit der Kante 2 a 
(Fig. 7). Eine Gerade bewegt sich so, dass sie an drei wind- 
schiefen Kanten Aß, FG, CD, resp. deren Verlängerungen 
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entlang gleitet. Es soll die Gleichung der • entstehenden 
Eegelfläche*) gefunden werden. 

Lösung: Man mache die Mitte des Würfels zum Anfangs- 
punkt und richte die Achsen parallel zu den Kanten. Es sei 
l eine Gerade, wie sie in der 
Aufgabe verlangt wird, die FG 
in Pi, CD in P«, EA in P« 
schneidet. Diese drei Punkte 
sind dann: 

Pi {x^, + a,—a\ P2 (— a, y^, + a), 

wo a?!, ^2, z^ noch von der Lage 
der drei Punkte (Fig. 7) auf den 
Kanten abhängen, also vorläufig 
noch ganz unbestimmt sind. 
Ferner sei P (a:, y, z) der 1 a u f e n d e 
Punkt auf l. Drückt man (11 a, 
§ 1) die Verhältnisse der Eich- 
tungscosinus von l erst durch 
die Koordinaten von P und P^, 
dann von P und Pg und endlich von P und Pg aus, so folgt: 
cos a : cos ß : COS y = x — x^: y — a : z-\-a 

= a; + a :y — y^: z — a 
=i X — a : y-\~a : z — z^. 
Da nun ä^, y^, Zq, wie gesagt, noch ganz unbestimmt sind, 
so wähle man unter diesen Proportionen nur diejenigen aus, 
die i^i, ^2, z^ nicht enthalten, also: 

cos^ y — a cosy z — a cosa x — a 

cosy z-\-a^ cosa a;-|-a' 
folglich : 




Kg. 7. 



cos/S y+a^ 



i ^—a ) {y—_^) (^-^) ^ j 

{x + a){y'\-ä){z-]ra) ' 

oder nach Fortschaffung des Nenners, Auflösen der Klammer 
und Zusammenziehen: 

xy + yz -\- zx -\- a^ =^ 0. 4) 

Dies ist die gesuchte Gleichung. 



*) Regelfläche ist jede Fläche, welche durch Bewegung einer Geraden 
entstehen kann. 
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Um ihre'Elchtigkeit zu kontroliren, beachte man, dass 
Pi, Pg, Pg auch auf der Fläche liegen. Da nun jeder dieser 
drei Punkte beliebig angenommen werden kann, so besagt 
dies nichts anderes, als dass die Fläche die drei Kanten AE, 
FG, DG — jede unbegrenzt verlängert — enthalten muss. 
Nun ist z. B. für jeden Punkt der Kante FG y = -\- a, 
z = — a und nach Einsetzen in 4) entsteht in der That 
identisch = 0, welchen Werth man auch für x anninmit. 

Aber auch die drei Kanten AD, FF, GC liegen auf* der 
Fläche. Denn z. B. AD ist die Linie l in einer besonderen 
Lage, da hier Pi unendlich fern liegt, P^ mit D und Pg mit 
A zusammenfällt. Nun ist für jeden Punkt auf AD (resp. der 
Verlängerung) y = — a, z ^= + a und in der That wird auch 
durch Einsetzen dieser Werthe die Gleichung 4) zur Iden- 
tität, wie man auch x annehmen mag. 

d) Gegeben der Mittelpunkt M (a, h, c) und der Radius r 
einer Kugel. Gesucht ihre Gleichung. 

Lösung: Es sei P{x,y,z) der laufende Punkt auf der 
Kugel. Nach 10) § 1 liefert die Bedingung MF = r oder 
jlf p2 — 7-2 = sofort die gesuchte Gleichung in der Gestalt: 

{x — af + (y -- If + {z — cy — r2 = 0. 5) 

Diese vier Beispiele genügen wohl vorläufig zur Erläute- 
rung der ersten Aufgabe, nämlich aus einer geometrischen 
Definition einer Fläche ihre Gleichung abzuleiten, besonders 
wenn man sich der zahlreichen Winke erinnert, die im ersten 
Theil (I, § 7) bei den Kurven gegeben worden sind und dort 
event. nachgelesen werden können. 

Was die zweite Hauptaufgabe, die Ableitung der Gestalt 
und der geometrischen Eigenschaften einer Fläche aus ihrer 
Gleichung betrifft, so mögen den Beispielen einige allgemeine 
Bemerkungen vorangehen. 

Man kann in die gegebene Gleichung z = f{x, y) oder 
F {x, y, ;2?) = für a; und y irgend welche Werthe einsetzen, 
den zugehörigen Werth von z (resp. die Werthe) durch Auf- 
lösung berechnen und so die Koordinaten beliebig vieler 
Punkte der Fläche bestimmen. Trägt man sie in den Eaum 
ein, so wird bei hinreichender Anzahl zuletzt die Gestalt der 
Fläche klar und deutlich hervortreten. 
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Diese Art graphischer Konstruktion, so vorzügliche 
Dienste sie für Kurven in der Ebene leistet (I, § 7), eignet 
sich doch nicht besonders für die Flächen im Eaum, weil 
erstens meist zu viel Punkte gebraucht werden, zweitens zwei 
unabhängige Veränderliche x und y zu nehmen sind und 
drittens das wirkliche Eintragen von Punkten doch nur in 
einem Modell möglich wäre, während man gewöhnlich nur ein 
ebenes Blatt Papier vor sich hat, auf welchem die Fläche 
durch eine möglichst einfache Skizze zur Darstellung gebracht 
werden soll. 

Man giebt daher meist einer anderen Methode den 
Vorzug, der Methode der „Schnitte". Es wird dann 
die Fläche z. B. durch eine Schaar von Ebenen parallel zur 
a:y-Ebene geschnitten (Horizontalschnitte, Höhenkurven bei 
Landkarten), so dass diese Schnitte bei hinreichend kleinem 
Abstand die Gestalt ergeben müssen. 

Wie aber verschafft man sich aus der gegebenen Gleichung 
der Fläche die Kenntniss vom Verlauf der Schnitte ? Da die- 
selben ebene Kurven sind, wird es sich dabei wohl um ein 
Kapitel aus der analytischen Geometrie der Ebene handeln. — 
In der That beachte man, dass alle Punkte einer solchen 
Schnittebene dasselbe z^ etwa z = h haben. Also setze 
man in die Gleichung der Fläche z^=^h, worauf sie 

die Form: 

F(x,tj,h) = 

annimmt. Dies ist sofort die Gleichung des Schnittes, wobei 
sogar statt der x- und y-Achse die Schnittlinien der Ebene 
mit der X0- und yje^-Ebene genommen werden können, weil bei 
dieser Verschiebung nach oben oder nach unten an x oder an 
y nichts geändert wird. 

Es ist auch nicht nöthig, für £f einen neuen Buchstaben k 
zu setzen; man hat eben nur in der gegebenen Gleichung ^ 
als constant und x und y als variabel zu „betrachten" 
und dann die Art des Schnittes nach den Methoden der ana- 
lytischen Geometrie der Ebene zu bestimmen. Wird dann 
hinterher z variirt, so wird die Fläche selbst als continuir- 
liche oder stetige Folge ihrer Schnitte aufgefunden. 

Sollte aber trotzdem die räumliche Anschauung der Fläche 
noch an Deutlichkeit zu wünschen übrig lassen, so hindert 
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nichts, etwa x oder y als constant anzusehen nnd so Schnitte 
parallel zur yz- nnd zur j?d;-Ebene zn bilden. Man kann anch, 
wenn es geboten scheint, Parallelschnitte zu einer beliebigen 
Ebene zu nehmen, wenn nöthig mit Ausführung einer Eoordi- 
natentransformation, um sie zur ;ry-Ebene zu machen. Hin 
und wieder leisten auch Schnitte mit andern Flächen, also 
sogenannte Baumkurven (siehe § 6) hierbei gute Dienste. 

Genug, die Gestalt einer durch ihre Gleichung gegebenen 
Flache kann man immer herausbringen, wenn auch die Mühe 
wächst, je schwieriger die Gleichung zu behandeln ist. Im 
Prinzip aber ist das Problem hiermit gelöst. Weit 
tiefer hingegen schneidet die Frage nach den geometrischen 
Eigenschaften ein, welche einer durch ihre Gleichung ge- 
gebenen Fläche zukommen! Auch lassen sich über ihre Be- 
handlung ebensowenig bestimmte Regeln geben, wie in dem 
betreffenden Problem der Kurven. Man muss hierzu die 
Gleichung der Fläche eingehend nach den verschiedensten 
Gesichtspunkten untersuchen, umformen, vielleicht mit anderen 
Gleichungen verknüpfen, um Beziehungen zu anderen Flächen 
herzustellen u. s. w. Dabei aber zeigt sich nach und nach 
eine solche Fülle der Betrachtungsarten, dass gerade hier ein 
unerschöpfliches Feld für immer neue analytisch-geometrische 
Entwickelungen gegeben ist, welches hervorragende Mathe- 
mathiker mit grösster Gründlichkeit bearbeitet haben, das 
aber trotzdem wohl schwerlich jemals erschöpft werden wird. 

In Bücksicht auf den Zweck dieses Lehrbuches muss in 
dieser Hinsiebt Maass gehalten werden, zumal jene Entwicke- 
lungen zum grossen Theile in entlegene und ferne Gebiete 
mathematischer Forschung führen und zu ihrer Bewältigung 
auch der Gebrauch der Diffierential- und Integralrechnung 
nicht entbehrt werden kann. Aber die einfacheren, zugäng- 
licheren und der praktischen Anwendung näherliegenden Ge- 
sichtspunkte wird man auch hier einigermassen vollständig 
dargelegt vorfinden. 

Beispiele zur zweiten Hauptaufgabe. Zur Erläute- 
rung an Beispielen wollen wir wieder die Gleichungen 2), 3), 
4) und 5) nehmen, aber ohne die Quelle zu berücksichtigen, 
aus welcher sie vorhin geschöpft worden waren. Es sollen 
eben nur die Gleichungen vorliegen und weiter nichts. 
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*) 1 + 1 + 1 = 1- 2) 

Man suche : Schnitt mit xy-TSbeue, setze also ^ = 0. Es folgt : 

^ = 0, 1 + 1 = 1. 

d. i. eine Gerade, welche von der x- und der y-Achse die 
Stücke jp = + 4:, g^rs-j-S abschneidet. Ebenso findet man 
als Schnitte mit der x^- und der y^ef-Ebene zwei gerade 
Linien : 

welche von der x- resp. y-Achse die vorher bestimmten Längen 
und von der ;^- Achse die Länge r = -\-h abschneiden. 

So sind schon drei Gerade auf der Fläche bestimmt, die 
sich gegenseitig schneiden und daher in einer Ebene liegen; 
wenn also 2), wie man wohl vermuthen kann, überhaupt eine 
Ebene darstellt, so muss es diese sein. Man nehme Horizontal- 
schnitte, betrachte also in 2) z als constant und schreibe 
dann so: 

i£ j- ^ — 1 _ £ 
4 "^ 3 ~ 5* 

Für jeden Werth von ^, wie man sieht, eine gerade Linie, 
die stets sich selbst parallel bleibt, da die Koefflcienten von 
x und y constant sind (I, § 9). Die Fläche entsteht daher, 
indem eine Seite des vorher bestimmten Dreiecks parallel 
mit sich selbst an den anderen entlang gleitet, d. h. sie ist 
eine Ebene. 

b) z=^ ^. 3) 

1. Man bestimme : Schnitt mit a;y-Ebene, setze also js? = 0. 
Es folgt a? • y = 0, d. h. entweder x = 0^ oder y = 0. Die 
Fläche wird von der rry-Ebene in zwei Geraden geschnitten, 
die mit der iP-Achse und der y-Achse zusammenfallen. 

2. Setzt man o; = 0, oder y ^ 0, so folgt beide male 
^ = 0. Die ^^-Ebene schneidet die Fläche in der y-Achse, 
die Ä:;^-Ebene in der iP-Achse. Also nichts neues! 

3. Man betrachte z als constant, so giebt die Gleichung 
als Horizontalschnitt eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymp- 
toten mit den beiden Geraden zusammenfallen, in denen die 
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XZ' und ^;sf-Ebene die Ebene des Schnittes schneiden. Je nach- 
dem z positiv oder negativ (^ möge positiv sein), läuft die 
Hyperbel im ersten und dritten oder im zweiten und vierten 
Quadranten. Von oben gesehen haben diese Hyperbeln 
scheinbar dieselben Asymptoten und ihre (reellen) Scheitel 
liegen, je nachdem z positiv oder negativ, scheinbar in der 
einen oder in der andern Winkelhälbirenden der Winkel 
zwischen den (mit der x- und y-Achse zusammenfallenden) 
Asymptoten. (Conjugirte Hyperbeln, I, § 13). 

4. Man schneide die Fläche durch Parallelebenen zur 
xc;2r-Ebene, betrachte also y als constant. Die Gleichung wird 
dann vom ersten Grade, der Schnitt ist eine Gerade, welche 
(da die Constante fehlt) die ^-Achse schneidet. 

5. Ebenso sind die Schnitte mit den Ebenen parallel zur 
^;Sf-Ebene gerade Linien, welche die a:-Achse schneiden. 

6. Man führe endlich eine Drehung von 45 ® um die 
^-Achse au3, um die Kurven zu erhalten, auf welchen die 
Scheitel der in 3) genannten Hyperbeln liegen. Nach 3 a) § 3 
sind die zugehörigen Transformationsformeln: 

^ = yf (^' ■ ^'^' 2/ = y| (^' + y% ^ = ^'• 



Die transformirte Gleichung ist: 

_x'^-y 
2p 



y = giebt ^' = 1^; ^'=0 giebt ^' = -|^, 

also zwei Parabeln mit demselben Scheitel 0, demselben 
Parameter 2p, aber die eine in der rz^'jer'-Ebene nach oben, die 
andere in der y'^'-Ebene nach unten. 

7. Betrachtet man y' als constant und schreibt die 
Gleichung dem entsprechend so: 






x'^ 



so sieht man eine zur Parabel z' =^ — congruente Parabel 

entstehen, deren Scheitel auf der andern Parabel liegt. Ebenso 
sind die Schnitte parallel zur y';3f'-Ebene mit .der Parabel: 



z' = — ~- congruente Parabeln, deren Scheitel auf der 
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a;'2 



Parabel z^^=-^ liegen. Die Fläche wird also beschrieben, 

wenn die eine der beiden Parabeln parallel zu sich 
selbst so an der anderen entlang gleitet, dass ihr 
Scheitel stets auf der letzteren bleibt. 

(Offenbar folgt dieselbe Konstruktion für alle Flächen, deren 
Gleichungen die Form z=^f{x)-\-(p(jf) besitzen, wenn man 
statt der beiden Parabeln die beiden Kurven setzt, in welchen 
die Fläche durch die xz- und die ^^-Ebene geschnitten 
werden.) 

Die Fläche 3) wird übrigens später wiedergefunden 
werden, sie ist das sogenannte gleichseitige hyperbolische 
Paraboloid. (§ 14.) 

c) x)f '\- yz -Y zx -^^ al^ :=^ 0. 4) 

Man bemerke zunächst die Vertauschbarkeit von x, y und z 
in der Gleichung, welche zur Folge hat, dass mit jedem 
Punkte noch fünf andere mitbestimmt sind. Man sieht ferner, 
dass parallele Schnitte zu den Koordinatenebenen gleichseitige 
Hyperbeln sind und bei näherer Untersuchung würde sich so 
eine deutliche Vorstellung von der Gestalt der Fläche un- 
schwer erzielen lassen. 

Diese Methode ist aber diesmal doch etwas umständlich. 
Sie kann hier durch eine glückliche Ueberlegung sofort über- 
flüssig gemacht werden. Lässt die eben betonte Vertausch- 
barkeit von X mit y und z nicht vermuthen, dass diejenige 
durch den Anfangspunkt gehende Gerade, welche gegen die 
Achsen gleich geneigt ist, eine bevorzugte Lage zur Fläche 
haben wird? Versuchen wir also sie zur ^'-Achse eines 
neuen Koordinatensystems x'y'z' (mit demselben Anfangspunkt) 
zu machen! 

Es ist dann sofort in 2) § 3: 

_, _ _ 1 

und die dritte der Gleichungen 3') § 3 wird: 

^' = yl (^ + y + ^)- 

Für die Wahl der x*- und y'- Achse in der zur j^'-Achse 
senkrechten Ebene liegen vor der Hand gar keine bestimmen- 
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den Gründe vor. Wie sie aber anch angenommen werden, 
stets mnss die Gleichung 9) § 3: 

x^ + y^-\-z^ = x"^ + y'^ + 8"^ 
erfüllt sein. 

Dies genügt aber hier zur Transformation! Denn man 

kann die Gleichnng 4) anch so schreiben: 

-{x^ + y^ + e') + {x + y + By 

2 1- a — 0, 

also nach Einsetzen der eben abgeleiteten Formeln: 

- {x^^ + y'^ + O + 3^-^ + a« = 0, 

oder endlich: 

x^ y*^ 0'* _ 

Damit ist die transformirte Gleichnng hergestellt, wie man 
auch die x*- und y'-Achse wählt. Setzt man hier erst x* und 
dann y* = 0, so entstehen als Schnitte mit der yV- und 
a;'jsf'-Ebene zwei congmente Hyperbeln mit den reellen Halb- 
achsen = 0^2 und der imaginären Halbachse = a. Werden 
aber Parallelschnitte zur icy-Ebene genommen {z* constant 
gesetzt), so entstehen Kreise, deren Mittelpunkte auf der 
jsr'-Achse liegen. Also ist die Fläche — und hieraus erklärt 
sich wieder die Unabhängigkeit der neuen Gleichung von 
der Wahl der rc'- und y- Achse — eine Umdrehungsfläche, 
entstanden durch Umdrehuug einer Hyperbel mit der reellen 
Halbachse = «^2 und der imaginären Halbachse = a um 
die imaginäre Achse. Sie ist ein Eotationshyperboloid mit 
einer Schaale. (Vergl. § 14).*) 

d) (a; — a)2 + (y — 6)2 + (^ — cy — r^ = 0. 5) 

Diese Gleichung sagt nach 10) § 1 aus, dass der laufende 
Punkt P (x, y, je?) von einem festen Punkte M {a, h, c) den ge- 
gebenen Abstand r haben solle. Sie gehört also einer 
Kugel an. 



*) Man lasse einen gewöhnlichen Würfel sich nm eine durch zwei 
gegenüberliegende Ecken gehende Körperdiagonale drehen, wobei die eine 
Ecke auf dem Tisch anfruht. Die drei durch sie und ebenso die drei durch 
die andere Ecke gehenden Kanten beschreiben je einen Ejreiskegel; die andern 
sechs Kanten aber beschreiben die genannte Umdrehungsfläche und man 
sieht deutlich die hyperbolische Form des Profils. 
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Aach die Methode der Schnitte ffthrt mühelos zu demselben 
Ergebniss, wenn man zunächst M zum Anfangspunkt macht, 
also die Transformation: 

X — a = oc*^ y — 6 = y', ss — c = jer' 
vornimmt. Es wird dann aus 5): 

x*2 + y'z -f e*^ — r» = 0. 

Setzt man hier x* = 0, oder y* = 0, oder is* = 0, so ent- 
stehen Kreise um M als Mittelpunkt mit r als Radius. Femer 
sind alle Parallelschnitte zur :r'y'-Ebene Kreise, deren Mittel- 
punkte auf der ^e^'-Achse liegen. Also ist die Fläche eine 
Eotationsfläche, entstanden durch Umdrehung der zuerst ge- 
nannten Kreise um die jgr'-Achse, d. h. um einen Durchmesser. 
Mit andern Worten: Sie ist eine Kugel. 

Schliesslich muss noch die überaus wichtige Anwendung 
der Flächen zur Veranschaulichung von Funktionen 
zweier Veränderlicher erwähnt werden. Wo immer der 
Werth einer Grösse ^ von den Werthen zweier anderer 
Grössen x und y abhängt (z. B. das Volumen z einer gegebenen 
Gasmenge von der Temperatur x und dem Druck y), so muss 
stets js als Funktion von x und y bestimmbar sein: 

und diese Gleichung kann man dann als Fläche deuten. Dies 
machen sich besonders die Lehrbücher der Differential- und 
Integralrechnung zu Nutze, um der Theorie der partiellen 
Differentialquotienten, der Doppelintegrale u. s. w. eine be- 
sonders für den Anfang höchst wünschenswerthe Anschaulich- 
keit zu geben. 

Uebnngsanfgaben. 

1. Auf einer Geraden / sind yier feste Punkte Ä^ B, G und P ge- 
geben. Sie bewegt sich so, dass Ä auf der y«-Ebene, B auf der »r-Ebene, 
C auf der a^-Ebene bleibt. Auf welcher Fläche bewegt sich P? (Sidie I, 

§ w). 

2. Gegeben ein Kreis mit Radius r. Um jeden seiner Punkte wird 
als Mittelpunkt ein Kreis mit demselben Radius r beschrieben. Alle diese 
Kreise sollen parallel und senkrecht auf dem ersten Kreise sein. Auf 
welcher Fläche liegen sie? 

3. Durch einen gegebenen Punkt P© (a?oyo*o) sinö. Ebenen beliebig ge- 
legt und in ihnen die Schwerpunkte der Dreiecke, welche die Koordinaten- 
ebenen ausschneiden, bestimmt worden. Auf welcher Fläche liegen die 
Schwerpunkte? 

4 
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4. Gegeben zwei Dreiecke ABC und A^B^Cx. Zwei Punkte P und 
P, sind so zu wählen, dass ^P= AA, BP^B^P^, CP=^ G^Pt^ Auf 
welcher Fläche liegt P, wenn Pj in der Ebene des Dreiecks A^B^C^ an- 
genommen wird? [Die Untersuchung ist soweit zu führen, dass der Grad 
der Gleichung zu ersehen ist.] 



Einige besondere Arten Ton Flächen und ibre 
Gleicbnngsformen. Grad oder Ordnung der Fläeben. 

Parameterdarstellungen. 

1. TJmdrehungsflächen. Wenn eine Fläche durch Um- 
drehung irgend einer Kurve um irgend eine Achse l entstanden 
ist, so wird sie von den auf l 'senkreckten Ebenen in Kreisen 
geschnitten, deren Mittelpunkte auf l liegen. Es empfiehlt 
sich augenscheinlich, die Achse zu einer Koordinatenachse, 
etwa zur ;2'-Achse zu machen, worauf der Eadius q eines 
solchen Kreisschnittes eine Funktion von z wird. Zwischen 
z und Q existirt daher eine Gleichung von der Form: 

<P te, ^) = 0. 1) 

Nun ist Q als Abstand des laufenden Punktes von der 

jsfrAchse = ^x"^ + y\ Man setze ein. Es folgt : 

oder auch, da eine Funktion von Mx'^ -f- y^ zugleich eine 
Funktion von (a;^ 4- y^) ist : 

\p{x^ + y^,z)=(^ la) 

und dies ist die allgemeinste Form der Gleichung einer Um- 
drehungsfläche um die -s^-Achse. 

Das charakteristische Kennzeichen einer solchen Gleichung 
ist also, dass x und y nur in der Verbindung x^ + y^ vor- 
kommen dürfen. Setzt man 2/ = 0, so entsteht die Gleichung 
des „Meridianschnittes": 

W (^'» ^) = 0, 
also derjenigen Kurve, durch deren Umdrehung die Fläche 
gebildet worden ist. 

Fällt die Umdrehungsachse nicht mit einer Koordinaten- 
achse zusammen, so bedarf es meist besonderer Untersuchungen, 
um dann die Form der Gleichung festzustellen. (Für Flächen 
zweiten Grades siehe § 14). 
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• 

: 2. Cyliiiderflächen. Cylinderfläche ist irgend eine 
fläche, welche durch Bewegung einer mit sich selbst parallel 
l)leibenden Geraden, der Kante des Cylinders, entsteht. Hier 
«ind alle parallelen Schnitte congruent: Sie werden Quer- 
schnitte genannt, wenn die Ebenen auf den Kanten senk- 
recht stehen. 

Man nehme die jsr-Achse parallel zur Richtung der Kanten 
und führe den laufenden Punkt P(x,y,0) ein. Er kann be- 
liebig auf der Fläche, also auch auf einer Cylinderkante 
^laufen". Dann ändert sich nur 0, während x und y ihre 
Werthe beibehalten. hängt also überhaupt von x und von 
y gar nicht ab, d. h. die Gleichung darf kein ;8? enthalten, sie 
muss von der Form sein: 

F{x,y)=^0 2) 

und sich auf eine Gleichung zwischen x und y reduciren. 

Nimmt man umgekehrt ein Werthepaar x, y, das einer 
•solchen Gleichung 2) genügt, so liegt jeder Punkt mit diesem 
^ und diesem y, aber mit einem beliebigen si auf der 
Fläche. Alle diese Punkte aber bilden zusammen eine 
Parallele zur ;8f- Achse; also besteht die Fläche aus solchen 
Parallelen, d. h. sie ist eine Cylinderfläche. 

Fügt man zu der Gleichung 2) noch die Gleichung 0=^0^ 
"80 wird der Querschnitt des Cylinders erhalten. In diesem 
iSitine giebt eine Gleichung, die nur x und y, aber nicht 
«enthält, in der xy-Ehene eine Kurve^ wie in I, § 6 ausein- 
-andergesetzt, im Räume aber einen Cylinder mit dieser Kurve 
^Is Querschnitt. 

3. Die Kegelfläche. Sie entsteht durch Bewegung 
«iner Geraden, die dabei beständig durch einen und denselben 
Punkt, die Spitze des Kegels, geht. Nimmt man die Gerade 
einseitig begrenzt, wie in der Elementarstereometrie, so erhält 
man nur die eine Hälfte des Kegels; es ist aber hier der 
^anze, der sogenannte „Doppelkegel" ins Auge zu fassen. 

Es werde die Spitze zum Anfangspunkt gemacht. Jeder 
andere Punkt P {x, y, 0) bestimmt dann eine unbegrenzte, durch 
O und P gehende Kante des Kegels, dessen Gleichung also 
-die Eigenschaft haben muss, für die Koordinaten aller Punkte 
-dieser Kante erfüllt zu sein. Nach der Formel: 

Cösa : COS^ : cosy = Ä? : y \ 

4* 
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Mr ihre Richtungswinkel ist aber das Yerhältniss x\y \ ss 
dabei unveränderlich dasselbe, also auch - und -, (natürlich 
auch - =i: - : -j. Mit anderen Wwteu: Die Gleichimg eines 
Kegels muss auf die Form gebracht werden können: 



.0.|) = o. 



») 



Dies erfordert aber, dass die linke Seite der Gleichung- 
homogen sei, d. h. dass alle Glieder denselben Grad = j> 
besitzen. Durch Division mit z^ entsteht dann 3). 

So ist z. B. mit der Gleichung: 

/p« 4- y2 _ ji^a _ 

ein Kegel gegeben, denn alle Glieder sind vom zweiten Grade. 
Nach Division mit z'^ entsteht: 



(?)•+©•-.=«. 



Zur Feststellung eines Kegels mit gegebener Spitze genügt 
ofifenbar ein einziger ebener Schnitt (der aber nicht durch die 
Spitze gehen darf, weil er sonst durch diejenigen Kanten ge- 
bildet wird, die in der Schnittebene liegen). Da in dem Bei- 
spiel die Parallelschnitte zur a;y-£bene Kreise werden, deren 
Mittelpunkte auf der ^er-Achse liegen, so ist der Kegel hier 
ein gerader Kreiskegel, nach beiden Seiten unbegrenzt ver- 
längert gedacht. Den Winkel ^, den die Kanten mit der 
Drehungsachse bilden, die „Oeffiiung^^ des Kegels bestimmt 
man durch die Formel: 

WO Q der Eadius des Kreises im Abstände z ist. Und da 
Q=\x^'\'y^= ^ }% so folgt: 



Ausartungen von Flächen. Es kann auch^der FaU 
eintreten, dass einer gegebenen Gleichung keine eigentliche 
Fläche entspricht. Die Gleichung: 

x^ + 2y^ -{•z^ + 2xy + 2yz '\-2x — 2z + 2 = 
wird nur für Punkte einer geraden Linie erfüllt, was man 
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aUerdings dieser Form der GleichoBg nicht ansehen Kann. 
Wenn man aber weiss, dass sie ans der folgenden: 

{^ + y + i)* + (y + ^-i)'=^o 

cliux^h Anf lösen der Klammern entstanden ist, so sieht man in 
der That bei Beschrftnknng anf reelle Werthe nnr die Mög- 
lichkeit, dass zugleich: 

^ + y + 1 = und p + js — 1 = 0. 

Diese beiden Gleichungen stellen aber zwei Ebenen vor, 
die sich nur in einer Geraden schneiden. 

Zerlegt man indessen die linke Seite nach der Formel: 

a« + &* = (« + &*)(» — 60 
in imaginäre Faktoren, so kann die Fläche auch aufgefasst 
werden als ein Paar imaginärer Ebenen, die nur eine reeUe 
gemeinsame Schnittlinie haben. 

Man kann auch leicht Gleichungen bilden, so dass die 
Fläche nur aus einem oder mehreren Punkten besteht» 

Die Gleichung: 

x* + y^ + e^ = 

wird nur erfüllt für x = 0, y = 0, ^ = ; sie stellt den An- 
fangspunkt oder vielmehr eine zu einem Punkte zusammen- 
geschrumpfte, eine unendlich kleine Engel oder auch, da die 
Gleichung homogen ist, einen imaginären Kegel vor. [Er be- 
steht aus allen durch den Anfangspunkt gehenden „Nulllinien^ 
{siehe I, § 3), da die Entfernungen vom Anfangspunkt, wie 
die Gleichung sagt, = sein sollen, ohne dass, wenn „imagi- 
näre^ Werthe zugelassen werden, das Zusammenfallen mit 
dem Anfangspunkt gefordert wird.] 
Die Gleichung endlich: 

^^ + y^ + ^* + 4 = 

wird für gar keine reellen Werthe von x, y, z erfüllt ; es ist 
die ganze Fläche imaginär, eine Kugel um den Anfangspunkt 
mit dem Radius r = 2i geworden. 

Endlich ist noch der Fall möglich, dass die Fläche zer- 
fällt, ein Umstand, anf den im Theil I, § 6 ausführlich hin- 
gewiesen. Dies trifft ein, wenn die linke Seite der Gleichung: 

in Faktoren gespalten werden kann: 

F(x, y, z) = F^ (x, y, z) • F^ (x, y, z) 
so dass entweder F^ oder i^^ = sein muss. 
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Man theilt die l^Iächen ein in algebraische nnd trati>i{-' 
cendente, je nachdem in ihren Gleichungen mit x, y, e nur' 
algebraische oder auch transcendente Operationen vorge- 
nommen worden sind. Flächen mit transcendenten Gleichungen ' 
wird man in der Eegel, wenn es sich nicht um ganz besondere^^ 
abstrakte mathematische Probleme handelt, nur auf ihren.- 
äusseren Verlauf untersuchen. Für die Praxis kommen dabei 
Flächen von besonders einfacher Gestalt, wie z.B. Schrauben- 
flächen in Betracht, weil man sonst meist doch nur schwer^ 
zu handhabende Gleichungsformen erhält und deshalb lieber 
auf ihre analytische Darstellung ganz verzichtet. 

Anders aber steht es mit den algebraischen Flächen, die- 
bei eingehender Untersuchung eine verschwenderische Ftilte 
merkwürdiger und überraschender Eigenschaften erkennea 
lassen, welche, tief in den Gleichungen versteckt, sich nach 
nnd nach vor dem Scharfsinn des Mathematikers entfalten. 
Sie sind, nach Sicherstellung der Elemente, das eigentliche* 
Feld analytisch-geometrischer Entwickelungen, deren einfachste 
Methoden und wichtigste Ergebnisse bis zu den Flächen zweiter 
Ordnung nunmehr zu erläutern sind. 

Wie in der Kurventheorie ist auch hier das wichtigste- 
Eintheilungsprinzip für die Flächen der Grad ihrer Glei-^ 
chung oder die „Ordnung". Man hat zu ihrer Feststellung^ * 
etwa in der Gleichung auftretende Wurzeln durch Potenziren^ 
Brüche durch Multipliciren und Klammem durch Auflösen zu: 
entfernen, bis zuletzt die linke Seite als eine Summe von 
Gliedern von der Form: ' ^ 

erscheint. Grad eines solchen Gliedes ist = |? + g' + r und 
Grad oder Ordnung der Fläche ist der höchste überhaupt 
vorkommende Grad, welcher, da auch im Raum die Trans-' 
formationsformeln linear sind, von der Wahl des Koordinaten- 
systems ganz unabhängig ist und nur auf die Fläche 
selbst Bezug hat. 

Setzt man in der Gleichung einer Fläche n*«' Ordnung^' 
jgf = 0, so entsteht im allgemeinen eine Gleichung n*«*^ Grade» 
für X und y\ da man nun jede Ebene zur rcy-Ebene maeheft^ 
kann, so sind ebene Schnitte einer Fläche w*«' Ordnung audk 
Kurven derselben Ordnung, die sich nur in besonderen F&Ueik 
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auf solche niederer Ordnung reduciren. Setzt man femer, um die 
Schnittpunkte mit der ;&- Achse zu erhalten, in der Gleichung 
der Fläche o? = 0, y = 0, so bleibt far z eine . Gleichung 
w*®' Ordnung ; d. h. die ^er-Achse, also auch jede Linie im Eaum 
schneidet die Fläche in n (reellen oder imaginären) Punkten. 
Es können, wenn man imaginäre und unendlich ferne Punkte 
nicht mit rechnet, weniger, niemals aber mehr sein; es sei 
denn, dass die Gerade ganz und gar in der Fläche liege, wie 
es z. B. für die isr- Achse der Fall ist, wenn die Gleichung 
kein von x und y freies Glied hat, oder auch, was dasselbe 
ist, wenn man sie in folgender Form schreiben kann: 

xF^ {X, y, ^) + y Fa (x,y, ^) = 

wo -Fl und F^ irgendwelche Funktionen (w~l)*®^ Grades vor- 
stellen. 



Parameterdarstellungen von Flächen: Sie ent- 
sprechen durchaus den Parameterdarstellungen der ebenen 
Kurven, nur mit dem Unterschied, dass man hier wohl zwei 
Parameter u und v wird einfuhren müssen. Es seien also 
w und V zwei Grössen, die irgendwelche Beziehungen zu dem 
laufenden Punkte P {x, y, z) der Fläche haben derart, dass sie 
sich bei Veränderung seiner Lage auch verändern und um- 
gekehrt diese Lage bestimmen, wenn man ihre Werthe an- 
giebt. Dann müssen auch die Koordinaten x, y, z mit be- 
stimmt sein, d. h. es muss drei Gleichungen von der Form 
geben: 

x = f^ {u, V), y = f2 (u, v), z = fs K ^). *) 

Dies ist eine Parameterdarstellung der Fläche. Ver-, 
ändert man u und v beliebig, so giebt sie jeden ihrer Punkte^ 
Ihre Gleichung aber wird offenbar durch Elimination von u 
und V aus 4) erhalten ; etwa so, dass u und v aus den beiden 
ersten Gleichungen berechnet und in die dritte eingesetzt 
werden. 

Umgekehrt kann man, formell wenigstens, ftii* jede durch 
irgend eine Gleichung F {x, y,z) = gegebene Fläche Para- 
meterdarstellungen und noch dazu auf unendlich mannigfaltige 
Arten finden. Man fiihre hierzu irgend zwei andere Funktionen 
durch die Definitionen u^= F^ (x, y, z), v^f= F^ {x, y, z) als u 
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und V ein, aber so, dass sie von einander und von F{x,y,e) 
unabhängig sind, nnd berechne nun ans den drei Gleichungen: 

= F(x, y, z\ u = F^ (x, y, z\ v = F^ {x, y, z) 
die Koordinaten Xy y, z. Diese werden dann Funktionen von 
u und t;, d. h. es ist eine Parameterdarstellung 4) gebildet 
worden. 

Nimmt man z. B. x und y selbst als Parameter, setzt also 
u = x, v^=y, so bleibt nur die letzte der Gleichungen 4) 
übrig: 

^ = /i {^y y) 

als die explicite Form der Gleichung der Fläche. 

Sehr oft aber wird die wirkliche Ausführung der Para- 
meterdarstellung mit grossen analytischen und rechnerischen 
Schwierigkeiten verbunden sein, besonders bei hohem Grade 
der Flächengleichung. In solchem Falle wird der erfahrene 
Mathematiker häufig nicht viel mehr leisten können, als der 
unerfahrene Neuling und auf die Bestimmung der Funktionen 
fiy /2> /s iii 4) verzichten. 

Damit ist aber nicht gesagt, dass eine solche rein formelle 
Darstellung 4), d. h. ohne Angabe der Funktionen /i, f^y fs 
keinen Nutzen haben könne; sie hat im Gegentheil den 
Mathematikern grosse Dienste geleistet, besonders seitdem 
Gauss in der klassischen Abhandlung „Disquisitiones circa 
superficies curvas" (Untersuchungen über krumme Oberflächen) 
von ihr mit unvergleichlicher Meisterschaft Gebrauch gemacht 
hat, um die Theorie der Krümmung der Flächen mit den 
glänzendsten Entdeckungen zu bereichem. 

Wie man aber in einfacheren Fällen von der Gleichung 
zur Parameterdarstellung übergeht, werden folgende Beispiele 
lehren. 

1. Gegeben sei die Gleichung ersten Grades: 

ax -\-hy -\- cz -\- d = 0, 
also eine Ebene. Hier nimmt man am einfachsten x und y 
selbst als Parameter und schreibt in expliciter Form: 

a h d 

c c^ c 

2. Gegeben sei die Kugel: 

x^ + y^ + z^ — r'^^ 0. 
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Für diese ist die uralte, f&r Erd- und Himmelskngel so 
viel benutzte Parameterdarstellung am Platze. Es werde die 
:i;y-EbeBe zur Aequatorebene, die a^äer-Ebene zur Ebene des 
Anfangsmeridians gemacht und dem entsprechend der Winkel l 
als Länge und der Winkel q) als Breite eingeführt Die 
Formeln 7) § 1: 

X = r • cos 93 • cos ?, y = r • COS93 sinZ, jr = r • sin 9? 
geben dann, wenn für r der Radius der Kugel eingesetzt wird, 
bei veränderlichem q> und l sofort die gesuchte Darstellung. 

Um eine andere, welche rein algebraisch und „rational^ 
ist) d. h. keine Wurzel enthält, abzuleiten, mache man irgend 
einen Punkt der Kugel, etwa den mit den Koordinaten 
(0, 0, — r) zum Anfangspunkt. Die Transformationsformeln 
fiir Parallelverschiebung lauten dann: 

und die Gleichung der Kugel wird: 

^^ + yi' + ^1^ — 2r^i = 0. 

Es fehlt selbstverständlich das constante Glied, da die 

Fläche durch den neuen Anfangspunkt hindurchgeht. Jede 

durch ihn gehende Gerade schneidet sie noch in einem zweiten 

Punkte. Führt man für einen solchen Strahl die Verhältnisse 

der Bichtungscosinus : 

cos a cos ß 

u = , V = - - 

cos y cos y 

ein, so wird nach 2 a) § 1: 

Ä?i : yi : jßfi = w : i; : 1, 
oder: 

Nach Einsetzen in die Gleichung folgte wenn der Faktor 
Zi^ als dem Anfangspunkt entsprechend, fortgelassen wird: 

(t^2 _|_ ^2 _|. 1) ^^ _ 2r = 0. 

Den so gefundenen Ausdruck für z^ setze man in die vor- 
hergehenden beiden Gleichungen ein. Nach Bückkehr zu den 
alten Koordinaten entsteht dann die gewünschte Parameter- 
darstellung: 2ru 

_ 2rv 

_r( l — u«— y«) 
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Anmerkung: Diese Methode fahrt offenbar für jede 
Fläche zweiten Grades, nachdem man irgend einen* ihrer. 
Pahkte zum Anfangspunkt gemacht, zu einer Parameter- 
darstelinng, in welcher x, y, z gebrochene rationale Funktionen 
zweiten Grades mit demselben Nenner werden. (Die Um- 
kehrung ist aber, nebenbei bemerkt, nicht richtig, trotzdem sie 
für Kurven zweiter Ordnung (I, § 24) richtig war). 

3. Eine zur ;er- Achse senkrechte Gerade dreht sich um 
diese Achse und gleitet dabei während der Drehung gleich- 
massig an ihr entlang. Die entstehende 
Schraubenfläche, welche das Prinzip der 
Wendeltreppen wiedergiebt, ist darzu- 
stellen. (Fig. 8.) 

Lässt man die a;-Achse mit der Ge- 
raden in irgend einer Lage zusammen- 
fallen, bezeichnet femer mit A die einer 
vollen Umdrehung entsprechende Steig- 
höhe und fuhrt den Drehungswinkel q) 
sowie den Abstand q von der ;er-Achse 
als Parameter für den laufenden Punkt 
ein, so folgt : 

a; = p-cos9), y = o*sin9), z=^-^r-*(p, 6) 

Dies ist die Parameterdarstellung. 
^«- ®- Die Gleichung entsteht durch Elimination 

von q und 9. Es wird zunächst: 

also nach der dritten Gleichung: 

y = a:.tgf2jr.0 ,7) 

Diese Gleichung ist transcendent, wie nicht anders zu er- 
warten. 

Der grosse Vorzug der Parameterdarstellungen tritt 
namentlich bei tiefergehenden Untersuchungen hervor, wenn 
geeignete geometrische Grössen zu Parametern genommen 
werden. Häufig werden dann sonst schwer zugängliche Eigen- 
schaften der Flächen mit Leichtigkeit auffindbar. So ist die 
so wichtige Frage der Abbildung von Flächen aufeinander 
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mit der Parämeterdarstellung eng verknüpft. Wenn man z. B. 
u und V einerseits als Parameter irgend einer Fläche F, ge- 
mäss den Gleichungen 4), andererseits aber u und v auch als 
Koordinaten eines Punktes in einer Ebene E ansieht, so ist 
damit sofort eine Abbildung von F auf E hergestellt, bei 
welcher jeder Punkt von F sein Abbild in einem Punkte von 
E hat. Oder es seien zwei Flächen F und F^ durch Para- 
meter u und V, beziehungsweise u^ und v^ gegeben. Werden 
dann die Gleichungen u^ =Uj v^ = v oder ganz allgemein 
u^= (p {u, v), Vi=y; {u, v), wo (p und y; irgendwelche gegebene 
Funktionen bedeuten, angesetzt, so haben wir sofort Ab- 
bildungen mannigfaltiger Art von F und i^i aufeinander. 

Die Gleichungen 5) z. B. liefern, wenn u und v als Koor- 
dinaten des laufenden Punktes in einer Ebene genommen 
werden, die bekannte, von dem genialen Hipparch aufgefundene 
stereographische Abbildung einer Kugel auf die Ebene, 
welche ihrer vielen ausgezeichneten Eigenschaften wegen 
noch heute in unseren Atlanten am meisten benutzt wird. 
Es ist hier nicht der Ort, auf die Kartographie einzugehen; 
nur eine dieser Eigenschaften möge als Beispiel angezogen 
werden, wie einfach die Parameterdarstellung häufig die Be- 
weise gestaltet. Man betrachte irgend einen Kreis auf der 
Kugel und schneide sie hierzu durch irgend eine Ebene: 

ax -{- by + C0 -\- d^= 0. 

Setzt man hier 5) ein und schafft den Nenner fort, so ent- 
steht für u und v eine Gleichung zweiten Grades und zwar 
von der Form: 

X{u^ + v^) -^ mu + nv + p = 0. 

Sie stellt also, wenn u und v als Koordinaten eines 
Punktes angesehen werden, auch einen Kreis dar (I § 12), 
d.h.: bei der stereographischen Abbildung der Kugel werden 
Kreise durch Kreise abgebildet. 

Uebungsaiifgaben. 

1. Ein Kreis dreht sich um eine beliebige in seiner Ebene liegende 
Achse. Die Gleichung der Drehfläche zu finden. 

2. Wie lautet die Gleichung desjenigen Kreiskegels, in welchem die 
Koordinatenachsen Kanten sind und zwar so, dass die Positiyrichtungen 
auf derselben Kegelhälfte liegen? 
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8. Man suche zu der in Uebnngsaui^be 2) § 4 bezeichneten Fläche 
eine passende Parameterdarstellung. 

4. Man beweise, dass die Gleichung: 

wo u und V zwei lineare Ausdrücke sein sollen: 

immer eine Gylinderfläche darstellt. 



§6. 

Kuryen im Baume. Ihre lieiden Gleichungen. 

Die Methode der Projektionen. 

Parameterdarstellungen von KurTon. 

Unter Kurve im Raum wird hier irgend eine Kurve 
schlechthin verstanden, gleichgiltig, ob sie in einer Ebene 
liegt, wie Kreis, Ellipse u. s. w. oder ob nicht, wie z. B. die 
Kurve, in welche sich ein Kreis verwandelt, wenn seine Ebene 
auf einem Cylinder aufrollt. 

Zur analytischen Darstellung einer solchen Kurve reicht 
eine einzige Gleichung nicht aus, weil letztere, wie in den 
vorigen §§ ausführlich erörtert, eine Fläche bestimmt. Wohl 
aber kann man die Kurve als Schnitt, als Durchdringung 
zweier Flächen ansehen, wie die Gerade als Schnitt zweier 
Ebenen, den Kreis als Schnitt einer Ebene und einer Kugel. 
Dann müssen die Koordinaten jedes Punktes der Kurve den 
beiden Gleichungen dieser Flächen: 

F^{x,y,z) = % FAx,y,^) = ^ 1) 

genügen und in diesem Sinne bezeichnet man diese Gleichungen 
als die beiden Gleichungen der Kurve. Also: 

Die beiden Gleichungen einer Kurve sind die 
beiden Gleichungen von zwei Flächen, welche sich 
in der Kurve schneiden. 

Zu dieser Definition ist aber noch zu bemerken: 

Erstens: Die Darstellung 1) ist insofern unbestimmt, als 
nicht umgekehrt die beiden Flächen durch die vorgelegte 
Kurve eindeutig gegeben sind. Man hat vielmehr in ihrer 
Wahl eine sehr grosse Freiheit. Eine Gerade z. B. kann als 
Schnitt irgend zweier durch sie gehender Ebenen betrachtet 
werden, oder auch als Schnitt irgend zweier anderer Flächen^ 
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welche beide die Gerade enthalten (z. B. Cylinderflächen). 
Auch analytisch tritt dieser Sachverhalt sofort hervor, da 
man die Gleichiing:en 1) durch ii^end zwei andere Gleichungen 
ersetzen kann, die aus 1) durch irgend welche Verbindungen, 
z. B. durch Addiren, Mnltipliziren u. s. w. entstehen. Denn 
dann werden diese beiden neuen Gleichungen ebenfalls Flächen 
bestimmen, die durch die gegebene Kurve hindurchgehen und 
es hindert also nichts, sie als Gleichungen derselben zu 
nehmen. 

Zweitens: Es kann sehr wohl sein, dass die in 1) durch 
ihre Gleichungen gegebenen Flächen sich noch anderweitig 
schneiden, als in der vorgelegten Kurve. Wenn z. B. die 
gerade Linie als Schnitt einer Ebene mit einem Ej'eiscylinder 
betrachtet werden wurde, so ist sie doch nur ein Theil dieses 
Schnittes, da noch eine zweite Schnittgerade vorhanden ist. 
Man muss daher, wenn möglich, in 1) zwei solche Gleichungen 
nehmen, dass die zugehörigen Flächen in der That nur die 
vorgelegte Kurve und keine andere gemeinsam haben. Gelingt 
dies aber nicht, so ist entweder die andere Kurve ausdrück- 
lich auszuschliessen oder noch eine dritte Gleichung hinzu- 
zunehmen, derart, dass die dritte Fläche ebenfalls durch die 
gegebene Kurve geht, und dass der gemeinsame Schnitt aller 
drei Flächen nur die gegebene Kurve ist, während je zwei 
Flächen sich noch immer in einer fremden Kurve schneiden 
können. 

Ein Beispiel wird dies am besten erläutern. Gegeben 
seien die beiden Flächen: 

Si) X -^ xe — y^ = 0, V) X (y •-\- 0) — y(y — isr) = 

[ein hyperbolisches Paraboloid und ein Kegel]. Sie schneiden 
sich in der ;2r-Achse, denn a) und b) werden identisch erfüllt, 
wenn x = 0, y = und is beliebig. Vermuthlich aber wird 
diese Gerade nur ein Theil des Schnittes beider Flächen 
bilden und es möge eben der andere Theil der eigentlich 
gesuchte sein. 

um zunächst nachzuweisen, dass er überhaupt vorhanden 
ist, berechne man aus a) und b): 

X X y — IS 

y ~ 1 + 13' y ~ y + z 



Liegt der Paukt nicht aof der e-Jichse, dann ist ~ nicht 

^ 

von der Form ^r, d. i. nnbestimmt, und man erhält also: 

e ^ y — B 

oder: ^+^ * + ^ 

c) y — — ae« = 0. 
Für den andern Theil muBs also aach die dritte ßleichnng 

c) erfüllt sein. Nun folgt aus c): 

d) y = 2 + 2^« 
und nach Einsetzen in a): 

Da aber endlich durch Einsetzen von d) und e) auch h) 
ZOT Identität wird, so ist in d) und e) eine Darstellnng des 
andern Tbeiles (einer Kurve dritter Ordnung) gefunden, so 
dass für jeden Werth von z sofort x und y berechnet werden 
können. Der fremde, zu Anfang in a) und b) enthaltene ge- 
meinsame Bestandtlieil, die ^-Achse nämlich, ist dagegen in 

d) and e) vollständig eliminirt. 

Man wird daher zuweilen bei der Darstellung 1) Umsicht 
üben müssen, um die vorgelegte Kurve rein und ohne Ver- 
mischung mit fremden Kurven zu erhalten. Immer aber 
bleibt zu Eecht bestehen, dass jede Kurve ihre beiden 
Gleichungen habe: 

Fl {x, y, s) = 0, F, {X, y, ^) = 0. 1) 



Darstellnng einer Kurve durch ihre Projektionen: 
Es sei PiPaPgP^... (Fig. 9} irgend eine Kurve im Raum. 
Man pflegt sie in der darstellenden 
Geometrie durch ihre beiden Projektionen 
(Grundriss und Anfriss) Q\QiQ%Qi--- 
■ ÄiB^BbB, ... in den beiden Projektions- 
ebenen, hier xy- und a^^-Ebene zu be- 
stimmen. Sehr häufig nimmt man als 
zwar nicht nothwendige, aber doch sehr 
willkommene Ergänzung noch die Pro- 
jektion SiS^SiSt . . . auf eine dritte, zu 
m«- 9. beiden senkrechte Ebene, hier die yif-Ebene, 
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hinzu, die eben deswegen nicht nothwendig ist, weil (im all- 
gemeinen) die Kurve und damit auch die dritte Projektion 
durch die beiden ersten Projektionen bestimmt werden kann. 

Analytisch aber stellt sich dieser Vorgang folgendermassen 
dar: Die Projektion QiQ^QsQi"- ^^^ zwei Gleichungen, wie 
^ jede Kurve im Eaum. Die eine ist = 0, die andere gehört 
dem projicirenden Cylinder P^Qu ^2^2» ^sösj P^Qi • • • an. Da 
er auf der a:y-Ebene senkrecht steht, darf seine Gleichung 
kein enthalten (§ 5) und weil er durch die gegebene Kurve 
P1P2P3P4. .. geht, so muss sie aus 1) durch Herauisschaffung, 
durch Elimination von z entstehen. Ueberträgt man diese 
Schlüsse auch auf die beiden andern Projektionen, so folgt 
darnach : 

Eliminirt man aus 1) der Eeihe nach erst x, dann 
y, dann 0, so entstehen die Gleichungen: 

(pi (y» ^) = 0, <P2 (0, a^) =^ 0, 9^8 {^y y) = 2) 

der drei projicirenden Cylinder, welche in Verbin- 
dung mit den drei Gleichungen: 

x = 0, y= 0, ^ = 

sofort die drei Projektionen selbst ergeben. 

Wie bereits erwähnt, wird man im allgemeinen mit zwei 
Projektionen, etwa auf die xy- und die ic^-Ebene, auskommen, 
aber in manchen Fällen lieber alle drei aufsuchen, wenn näm- 
lich die beiden ersten ungünstig zueinander liegen. Dies ist 
sogar dann nothwendig, wenn die Kurve in einer zur 0- Achse 
senkrechten Ebene, also in einer Parallelebene zur a;y-Ebene 
liegt. Denn dann fallen die beiden ersten Gleichungen 2) mit 
der Gleichung der Ebene der Kurve, = constans, zusammen 
und es bedarf noch der dritten Gleichung, welche dann zu- 
gleich Gleichung der Kurve in ihrer eigenen Ebene ist. 

Parameterdarstellung von Kurven. Wie die Flächen 
durch zwei, so können die Kurven im Räume durch einen 
Parameter, den wir t nennen wollen, dargestellt werden, so 
dass eine solche Kurve durch drei Gleichungen von der 
Form: 

x = <p^ (0, y = <P2 W, ^ = n (^) 3) 

definirt wird. 

An sich ist sogar diese Darstellung, wenigstens formell, 
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leicht zu erreichen. Man gehe etwa von den beiden Glei* 
chnagen 1) ans: 

und bezeichne irgend eine dritte Funktion von x, y, e nAi ti 

F^ (^> y, ^) «= ^. 

Entwickelt man aus diesen drei Gleichungen x, y, z^ so 
werden diese als Funktionen von t bestimmt und die Glei- 
chungen 3) sind gefunden. 

Weit schwieriger aber ist die Frage nach einer wirklich 
angemessenen Parameterdarstellung, die in jedem besonderen 
Falle auch besonders angegriffen werden muss. Auch kann 
hierüber nur wiederholt werden, was bei dieser Gelegenheit 
im vorigen § über die Flächen ausgesagt worden ist, dass 
nämlich eine solche Parameterdarstellung nicht immer leicht 
zu finden ist. 

Wenn aber dieselbe vorliegt, so kann man rückwärts 
durch blosse Elimination zu den Projektionen oder auch zu 
den Gleichungen der Kurve gelangen. Denn eliminirt man t 
aus je zweien der Gleichungen 3), so entstehen die drei 
Gleichungen 2). Eliminirt man aber t unter Hinzuziehung 
aller drei Gleichungen 3), so entsteht eine Gleichung von 

der Form: 

F{x, y, z) = 0, 

also eine der Gleichungen der Kurve. 

Ganz besonders wird die Parameterdarstellung der Kurven 
in der Mechanik bevorzugt. In der That, wenn es sich um 
die Bahn handelt, die irgend ein Punkt (Massenpunkt), der 
gegebenen Kräften ausgesetzt ist, beschreibt, so ist doch offen- 
bar das Endziel die Kenntniss des Ortes für jeden Augenblick, 
d. h. die Kenntniss der Koordinaten als Funktionen der Zeit. 
Somit ist hier die Zeit als ürvariable von vornherein gegeben 
und damit der Ansatz 3) mit der Bedeutung t = Zeit (aus- 
gedrückt in der Zeiteinheit [Sekunde] und gezählt von irgend 
einem Augenblicke an in die Zukunft vorwärts als positiv 
und in die Vergangenheit zurück als negativ). Auch leitet 
man aus 3) nur in einfachen Fällen durch Elimination von t 
die Gleichungen der Bahn ab, zumal letztere meist gar nicht 
gebraucht werden. Als ein klassisches Beispiel hierfür sind 
die Bahnen der Planeten zu nennen, die nur in erster 
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Annäherung Ellipsen sind, insofern man nämlich nur die aller- 
dings überwiegende Anziehung der Sonne berücksichtigt und 
von den gegenseitigen Anziehungen der Planeten absieht. 
Zieht man aber auch diese in Betracht, so sind die Bewegungen 
durchaus nicht einfach. Die Funktionen (p^ (t\ cp^ (t), cp^ (t) in 3) 
werden schon an sich so schwer übersichtlich, dass ein Ueber- 
gang zu den Endgleichungen der Bahnen durch Elimination 
von t praktisch ausgeschlossen ist. 



Wir wollen nun an einem nicht zu schwierigen, aber auch 
nicht zu einfachen Beispiel die verschiedenen Arten der 
analytischen Darstellung einer Raumkurve erläutern. 

Gegeben sei eine Kugel mit dem Radius = r und ein 
Kreiscylinder mit dem Durchmesser = r, der durch den 
Mittelpunkt der Kugel hindurchgeht. Es ist die Durch- 
dringungskurve zu ermitteln. (Fig. 9 a). 

Macht man den 
Mittelpunkt zum Koor- 
dinatenanfangspunkt, 
die durch ihn hin- 
durchgehende Kante 
des Cylinders zur 
i8f-Achse, so dass die 
xy-EbeuQ den Cylinder 
inseinemkreisförmigen 
Querschnitt schneidet 
und lässt endlich die 
X - Achse nach dem 

Mittelpunkt dieses 
Kreises, die ^z- Achse 
also tangential an ihn 
gerichtet sein, so sind ^*8- ^*' ^^ ®' **• 

die Gleichungen der Kugel und des Cylinders: 

I) x^ + y^ + ß^ — r^ = 
II) x^ + y^ — rx = 0. 

Man kann sie sofort als Gleichungen der Schnittkurve 
nehmen. Um die drei Projektionen zu finden, hat man 
der Reihe nach aus I) und II) x, y, z zu eliminiren. Da II) 
schon von z frei ist, so stellt diese Gleichung bereits die 

5 




1 
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Projektion auf die xt/^Ehene vor (Fig. 9 a). Die Elimination 

von y wird sehr einfach durch Subtraktion bewerkstelligt. 

Es folgt: 

IH) 0^ — r^ + rx = 0. 

Dies ist die Gleichung einer Parabel, beziehungsweise des 

projicirenden parabolischen Cylinders (Fig. 9 b). Auch die 

Elimination von x ist nicht schwer. Man berechne aus HI): 



X = 



r^ — z^ 



IV) 2/^-^2 ^.___o. 



r 

und setze in I) oder II) ein. Es folgt: 

Dies ist die Gleichung einer Kurve vierter Ordnung (Fig. 9 c). 

Bemerkungen: 1. Es könnte auffallen, dass die Pro- 
jektion derselben Kurve auf die xy- und auf die ar^-Ebene von 
der zweiten, auf die «/-s^-Ebene aber von der vierten Ord- 
nung ist. Aber jeder Punkt des Kreises II) ist die Projektion 
von zwei Punkten der Kurve (mit entgegengesetzt gleichen 
Werthen von z) und ebenso ist jeder Punkt der Parabel III 
Projektion von zwei Punkten der Kurve (mit entgegengesetzt 
gleichen Werthen von y). Also sind II und III eigentlich 
doppelt zu rechnen, wobei ausserdem zu beachten ist, dass 
für die Parabel nur der Bogen BÄC*) in Betracht kommt, weil 
sonst die beiden zugehörigen Werthe von y ofifenbar imaginär 
werden müssen, wie man hinterher in der That leicht bestätigt 
2. Fast immer wird nach der Erfahrung des Verfassers die 
Projektion III nach dem „Augenmafs" falsch beurtheilt und 
etwa nach Art der Fig. 9d vorausgesetzt. Es ist dabei 
das Bestreben unverkennbar, der Thatsache gerecht zu werden, 
dass die Kurve in dem Punkt A, der ja sofort als „Doppel- 
punkt" erkannt wird, nicht vertikal, d. h. parallel zur jsr-Achse, 
wie es nach der richtigen Fig. 9 b scheinen könnte, sondern 
nach vorn und hinten schräg aufsteigt. Man muss sich erst 
vergegenwärtigen, dass in ^ die Tangentialebene an die 
Kugel (und Cylinder) vertikal und parallel zur y^-Ebene steht 
und daher auch die schrägen Richtungen in ihr sich vertikal 
projiciren müssen. Ebenso verleitet der in £ und C tangen- 
tiale Verlauf der Kurve an den grössten Kreis BC, der in 

*) C soll der tiefste Punkt sein (Fig. 10). 
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Fig. 9 a und 9 b als Strich erscheint, fälschlich dazu, auch (wie in 

JFig. 9 d gezeichnet), die Projektion tangential in B und C zu 

beginnen. Aber in B und C ist die Kurve horizontal, die 

Verkürzung also unendlich gross, und dies hat zur Folge, 

dass die wirkliche Berührung sich bei richtiger Zeichnung in 

ein schräges Herangehen, als ob die Kurve schneiden wollte, 

yerwandelt. 3. Um die Eichtungen der beiden Tangenten in 

A festzustellen, bedenke man, dass y und z in der Umgebung 

von A sehr klein sind und daher dort für die Gleichung IV) 

nur die niedrigsten Glieder, also diejenigen zweiten Grades 

in Betracht kommen. In der Umgebung von A verwandelt 

sich IV somit in: 

y^ — z^ = 0,2=±y, 

d. h. die Tangenten in A sind parallel zu den Halbirungs- 
linien der Winkel zwischen der y- und der ;2f- Achse und stehen 
a,lso senkrecht aufeinander. 4. Augenscheinlich tritt in Fig. 9 c 
die Gestalt der Kurve deutlicher hervor, als in Fig. 9 a und 
Fig. 9 b. Noch wirksamer aber ist Fig. 10, welche eine schiefe 
Projektion (Verkürzung der x um 
die Hälfte) darstellt und in Ver- 
bindung mit der gezeichneten Kugel, 
und dem durch den punktirten Kreis 
und zwei Kanten angedeuteten Kreis- 
cylinder den „räumlichen" Charakter 
der Kurve oder die „doppelte 
Krümmung" bestens wiedergiebt. 

Zur Ergänzung wollen wir die 
Kurve noch von ihrem Doppelpunkte 
A aus durch einen Kegel projiciren. 
Macht man A zum Anfangspunkt 
nnd setzt demnach: 

x = x^ + r, y = y^, z = 0^, 
so verwandeln sich die Gleichungen 
I und II in: 

I') x^^ + 2/i* + -2^1« + 2rXi = 
HO x^^ + 2/1^ + rx, = 0. 

Das Kriterium für einen Kegel mit dem Anfangspunkt als 
Spitze ist nun nach § 5 die Homogenität der Gleichung, d. h. 
der gleiche Grad aller Glieder. Man muss also aus I') und IV) 

5* 




Fig. 10. 
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eine solche Gleichung ableiten, was hier mit grösster Leichtig- 
keit gelingt darch Multiplikation der zweiten Gleichung mit 
+ 2 und Subtraktion der ersten. Es folgt: 

Dies ist ein gerader Kreiskegel mit einem OefPnungswinkel 
von 45^. Schneidet man ihn durch die Tangentialebene in 
B (oder C\ d. h. setzt Zy^ = r, so erhält man den Kreis mit 
dem Radius r: 

^1* + ^1* — r^ = 

als entsprechende Centralprojektion der Kurve vom Punkte A 
auf die genannte Tangentialebene. 

Bemerkung: Bisher sind vier ümdrehungsflächen zweiter 
Ordnung mit parallelen Achsen namhaft gemacht worden, die 
alle vier durch unsere Kaumkurve hindurchgehen, nämlich die 
Kugel I, der Kreiscylinder II, der Kreiskegel V und der 
parabolische Cylinder III, den man ja auch ansehen kann als 
entstanden durch Umdrehung der Parabel um die unendlich 
ferne Gerade. Dies berechtigt zur Vermuthung, dass es eine 
ganze Schaar, ein ganzes „Büschel" solcher Umdrehungsflächen 
giebt. In der That findet man sie alle durch lineare Ver- 
bindung von I und II: 

x'^-^y^ + z^ — r^ -{- X {x^ + y^ — rx) — 
oder nach Division mit 1 + A und nach einer kleinen Um- 
formung mit Hilfe der „quadratischen Ergänzungen": 



( 



rX ^2 

X - 



+ y' + ^,- r'^^% = 0. 



2(1 +AV " ' 1 + A 4(1+A)« 

also eine Umdrehungsfläche, deren Achse in der x^-Ebene || zur 

V * X 
£?- Achse, im Abstände ^r^j — r-^ von dieser liegt. 

Um eine brauchbare Parameterdarstellung der Kurve zu 
gewinnen, kann man recht gut z selbst als Parameter wählen. 
Es folgt nach III) und IV): 

VI) x = r — ^, y = ^'\/r^ — ^% ^ = ^. 

Setzt man z = r • cos 9?, betrachtet also den Neigungs- 
winkel des nach dem laufenden Punkt gerichteten Radius der 
Kugel mit der ;?- Achse als Parameter, so verwandelt sich 
VI) in: 
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VII) a; = r • sin® 9?, y = r • sin 9? • cos 9?, z=^r • COS9?. 

Um hieraus schliesslich noch eine rationale algebraische 
Darstellung zu machen, führe man die Tangente des halben 
Winkels ein, also: 



, w . 2u 1 — u^ 



daher : 






Als zweites Beispiel für die analytische Darstellung von 
Eaumkurven diene die allbekannte „Schraubenlinie", welche 
durch Abwickeln einer Ebene, in der eine Gerade gezeichnet 
ist, auf einen Kreiscylinder entsteht (Fig. 8). Nennt man r 
den Radius des Cylinders, nimmt seine Achse als i8?-Achse, 
den Koordinatenanfangspunkt auf ihr beliebig, richtet dann die 
^r-Achse nach dem in der icy-Ebene gelegenen Punkt der 
Schraubenlinie und bezeichnet mit a die ursprüngliche Neigung 
der Geraden gegen die rry-Ebene, woraus die Ganghöhe 
h = 27ir tg a folgt (a in Bogenmass), so findet man sofort nach 
Einfahrung des Centriwinkels 99 als Parameter: 

h 
x=r • COS9?, y = r • sin99, is = ^— • q). 

Diese Parameterdarstellung stimmt der Form nach voll- 
ständig mit der im vorigen § gegebenen Darstellung der 
Schraubenfläche überein, nur dass r statt q steht und r jetzt 
kein Parameter, sondern eine Constante, der Eadius des 
Cylinders sein soll. 

Je nachdem h positiv oder negativ, haben wir die rechts- 
drehende oder die linksdrehende Schraube (deren Sinn man 
bekanntlich durch Vertauschung der Richtung der ;8f- Achse, 
[durch Umdrehen der Schraube] nicht ändern kann). Sollen 
noch die drei Projektionen der Schraubenlinie gefunden werden, 
so ist nach der Theorie aus je zwei der drei Gleichungen (p 
zu eliminiren. Man findet so: 

^® + y^ — r^ = 0, y z=r • sin i ^ »zX x = r* cosf -r-* zy 
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Die erste Gleichung ist nichts anderes als die Gleichung 
des Schraubencylinders. Die beiden anderen Gleichungen 
stellen Wellenlinien vor, als welche sich in der jedem Leser 
bekannten Weise die Schraubenlinien im Aufriss darstellen. 

üebun^sanf gaben. 

1. Gegeben emWwrtelÄBCDEFOH (Fig. 7). Gesncht der geometrischd 
Ort aUer Punkte, welche von den drei Kanten FO, CD und ÄJE gleichweit 
entfernt sind. 

2. Von einem Hauptwasserleitungsrohr (Radius R) zweigt eine kleine 
Bohre (Eadius r) senkrecht so ab, dass die untersten Kanten beider Cylinder 
sich treffen. Es ist die Durchdringungskuire analytisch darzustellen. 

3. Gegeben der Würfel wie in Aufgabe 1). Durch die Kante I G 
wird eine Ebene gelegt und die Mitte M zwischen den Durchschnittspunkten 
Pj und Pä mit den beiden Kanten DG und EA construirt. Welche Kurve 
beschreibt diese Mitte, wenn die Ebene sich um die Kante FQ dreht? 

4. Drei Massenpunkte bewegen sich gleichförmig auf drei (zu einander 
windschiefen) Geraden. Welche Kurve beschreibt ihr Schwerpunkt? 



Zweiter Abschnitt. 

§ 7 bis § 12. 



§ 7. 

Die Ebene. Yerschiedene Formen ihrer Gleiclinng. 

Die Hesse'sche Normalform. Lot Ton einem Punkte auf 

eine Ebene. Ebenenkoordinaten. 

Wie bereits in § 4 nachgewiesen, stellt jede Gleichung 

ersten Grades: 

ax -^by -{- c^ -\- d = 1) 

eine Ebene E vor. Umgekehrt besitzt jede Ebene eine Glei- 
chung ersten Grades. 

Ist z. B. d = 0, so geht E durch den Anfangspunkt. Ist 
c = 0, so steht E auf der ;ry-Ebene senkrecht, ist b = 0, so 
auf der xs;-, a = 0, auf der yz-Ebene. Sind a und 6 = 0, so 
ist E zur xy-Ebene \\ u. s. w. Sind a, b, c alle drei sehr klein, 
so müssen x, y, z alle drei oder doch zum Theil sehr gross 
werden. Geht man zur Grenze, also lim a = 0, lim b = 0, 
lim c = 0, so folgt : 

Die Gleichung 

Oa: + Oy + 0-8? + d = 

stellt „die unendlich ferne Ebene" vor. (Vergl. I, § 9). 

Zur Konstruktion einer durch ihre Gleichung gegebenen 
Ebene E gentigt die Bestimmung von drei nicht in einer 
Geraden liegenden Punkten. 

Ist z. B. die Gleichung gegeben: 

bx — 3y + 7z — 9=^0 
und wählt man in der :?;^-Ebene die drei Punkte: 

Q,(+ 2, - 3), Q,{- 1, + 4), %{- 3, - 8), 
so folgen die Werthe von z der zugehörigen Punkte P^, Pg, JP3 

^° ^- 10 ^ 26 , 
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Die drei Punkte sind daher: 
Pi(+ 2,- 3, -^), P,(- 1, + 4, +^), P3(-3,-8, 0). 

Sehr häufig nimmt man die drei Schnittpunkte A, B, C 
mit den Achsen, die von dem Anfangspunkt die Abstände 
p, q, r (selbstverständlich algebraisch, d. h. positiv oder negativ) 
haben mögen. So sind diese drei Punkte: 

^(p,0,0), B(0,q,0), C(0,0,r). 

Durch Einsetzen in 1) daher sofort: 

d d d c^v 

"^ a c ^ 

Will man p, q, r in die Gleichung 1) einfuhren, so divi- 
dire man durch — d. Es folgt : 

f + 1 + 7-^ = ^- (Siehe I, §9.) 3) 

Dies ist eine specielle Form der Gleichung insofern, 
als die Constante = — 1 gemacht wurde. Sie versagt, wenn 
die Ebene durch den Anfangspunkt geht, weil dann p, q und 

r = 0, also -, - und - unendlich werden. In der That ist hier 
p q r 

d= und die Division durch — d nicht gestattet. 

Eine zweite specielle Form entsteht durch explicite Dar- 
stellung von 2: 

a b d 

c c^ c 

Die Constante ist = r nach 2). Um die Bedeutung der 
beiden andern Koefficienten zu ermitteln, schneide man die 
Ebene durch die oo^- und die y-e-Ebene. Es entstehen dann 
die beiden Geraden: 

A ^ ^ A b d 

^ ' c c' ' c c 

und daher (nach I, § 9): 

— - = tg9^; — - = tgv^, 

wo (p und yj die Richtungswinkel der Schnittgeraden AC und 
BC in der x^- und y-s^-Ebene sind, wenn dort die. + x- resp. 
+ y- Achse als Anfangsrichtungen genommen werden, [Drehungs- 
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sinn positiv von -|- x nach -4- ^ und von -j- y nach -■{• z vjoi 
90^]. Fuhrt man daher die Bezeichnungen ein: 

tg9? = m, tg^ = n 
als die beiden „Richtungsconstanten" der Ebene, wenn man 
sie so nennen will, so wird ihre Gleichung: 

z = mx + ny '\- r. 4) 

Damit ist eine zweite specielle Form entwickelt und 
auch die Bedeutung der drei Koefficienten bestimmt worden. 
Auch diese Form versagt in besonderen Fällen, dann nämlich, 
wenn die Ebene auf der a;y-Ebene senkrecht steht. 

Ein gleiches gilt für die explicite Darstellung von x oder y. 
Immer wird die betreffende Form fiir besondere Lagen der 
Ebene unbrauchbar und es liegt daher nahe genug, die 
Hesse'sche Normalform (I, § 9) von der Ebene auf den 
Eaum zu übertragen. 

Man nimmt dann als Bestimmungsstücke von E das Lot d 
vom Anfangspunkt und seine Richtungswinkel a, ß, y (Fig. 11). 
Die Betrachtung der drei recht- 
winkligen Dreiecke mit p, q, r als 
Hypotenusen, d als gemeinsamer 
Kathete und a, ß^ y als eingeschlosse- /] "\v ^ 

nen Winkeln giebt sofort: n 3^y<!i 

^ = 0. cosa = ö'« C0Si8 = r • cosy: lo^^- «N^ 

cosa' cos/8' cosy* Z^^-*^'^^---' 

Durch Einsetzen in die Form 3) /^ 
und Multipliciren mit d entsteht / 
dann ohne weiteres die Hesse'sche ^^' ^^' 

Normalform: 

rc cos a -f- y cos /8 -h ;8r cos y — ^ = 0, 5) 

die für keine wirkliche, d. h. weder imaginäre noch unendlich 
ferne Ebene versagen kann, da cos a, cos ß, cos y zwischen 
— 1 und + 1 liegen und auch d nie unendlich ist. 

Um die allgemeine Form 1) in die Normalform 5) zu 
verwandeln, führe man, ganz wie in I, § 9, den vermittelnden 
Faktor X ein und setze also an: 

X • ax -j- X • by + k • cz + X • d ^ X cos a -{- y cos ß -{- cosy — <J. 
Dann muss sein: 

Xa = cos a, A6 = cos^S, Xc = cos y, Xd z= — d. 
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Zur Bestimmung von X dient die Gleichung 3) § 1, die 
sofort ergiebt: 

± Ya^ + h^ + c^' 

Die Normalform wird daher: 

ax -4- by -i- C0 -\- d ^ . 

. {, ^. — =0 5a) 

d. h.: Um die allgemeine Form 1) in die Normalform 

zu verwandeln, dividire man durch + ]/a^ + 6* + c^. 
Das Vorzeichen der Wurzel ist so zu wählen, dass nach 5) 
das letzte Glied negativ werde ; also positiv, wenn d negativ, 
negativ, wenn d positiv. Hiernach ist: 

a . b 

cos a = , ,. , COSÄ = -r-T/^" > 

c ^ d ^' 

cos y = , -,, zr^-z , = , -,/ 

±ya^-^b^-hc^ ±ya^ + b^ + c^ 

Beispiel: 5^ — 3y + 7^ + 9 = 0. 

Man dividire durch — y(+ 5)^ + (—3)2+ (+7)2 = — YM, 
so wird die Normalform: 

^83^^ ySS^ ^^83^ y83 

Im besonderen aber bemerke man die überaus wichtige 

Proportion : 

a : 6 : c = cos a : cos /? : cos y, 6 a) 

d. h.: Die drei Koefficienten von x, y und z in der 
Gleichung einer Ebene E sind proportional zu den 
Eichtungscosinus derjenigen Richtung, welche auf^ 
senkrecht steht. 

Lot von einem Punkte auf eine Ebene. Die grosse 
Bedeutung der Normalform zeigt sich namentlich bei der 
analytischen Behandlung der folgenden fundamentalen Auf- 
gabe: 

Gegeben die Gleichung einer Ebene E in der 
Normalform: 

a; cos a + ^ cos )8 + -2^ cos y — 5=0 
und ein beliebiger Punkt F(X, Y,Z) im Räume. Ge- 
sucht das Lot A von P auf E, 
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Lösung (Fig. 11): Man projicire die gebrochene Linie 
X-Y'Z auf die Lotrichtung. Die Projektionen der Einzel- 
strecken sind: 

X • cos a, Y • cos ^, Z • cos y. 

Andererseits ist die Gesammtprojektion augenscheinlich 
= 3 + J. Also : 

X • cos a + F • cos /8 + Z • cos y = 5 4" -^j 
und somit: 

zi = X • cos a + ^ • cos /ff + Z • cos y — d, 7) 

d. h. man erhält das Lot von einem Punhte P auf eine Ebene E 

durch Einsetzen der Koordinaten von P in die linke 

Seite der Gleichung von E^ wenn diese in der Hesse'schen 

Normalform gegeben ist. 

Es ist aber noch zu bemerken, dass 7) das Lot A mit dem 
Vorzeichen + oder — giebt, je nachdem P und auf ver- 
schiedenen oder auf derselben Seite von E liegen. (Vergl. I, § 9). 

Eine zweite, noch einfachere und viel feinere Ableitung 

von 7) ist die folgende : Man denke sich durch P die Ebene E^ 

parallel zu E. Dann bleiben a, ß, y unverändert, während 

statt d zu setzen ist: d -\- A, Die Gleichung von E^ ist 

daher : 

X • cosa -f y • cos/S + • cosy — (d + A) = 0. 

E^ geht aber durch P(X, T, Z), Nach Einsetzen und Be- 
rechnen von A entsteht sofort wieder die Formel 7). 

Ist die Gleichung von E in der allgemeinen Form gegeben, 
so wandelt sich 7) nach 5a) in: 

Beispiel: E:hx — Zy-{-ls + Q = 0, P(+ 1, +2,-3). 
5(-H)_3(+2) + 7(-3)+9 ^ I 13 



13 
d. h. die Länge des Lotes ist = .,._ und P und liegen 

auf verschiedenen Seiten von E. 

Aufgabe: Gegeben E durch ihre Gleichung und P(^X, Y^Z). 
Der Fusspunkt Q {x, y^ z) des Lotes A ist zu ermitteln. 

Lösung: Da er in E liegt, erfüllen seine Koordinaten 
zunächst die Gleichung von E: 

ax -\- by -]- cz -^ d = 0. 
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Berechnet man die Verhältnisse der Richtungscosinus des 

Lotes einerseits nach 6a), andererseits nach IIa § 1, so folgt 

weiter: 

X — X:y — Y \ z — Z = a:&:c, 

oder nach Einfuhrung des Proportionalitätsfaktors: 

a: = X + ia, y = r+ A6, ;8r = Z+ ;ic. 8) 

X wird durch Einsetzen in die Gleichung der Ebene be- 
stimmt. Man erhält: 

a>X+ fe* r+c*Z+d 
a« + fe2 + c« 

und damit nach 8) die Koordinaten des Fusspunktes ^. 

Hieran knüpft sich ein dritter Beweis der Formel 7) bezw. 
7 a), da nun J als Entfernung von P und Q nach der Grund- 
formel 10) § 1 berechnet werden kann: 

A = }f{x — Xy-h(t/—Yy-^{z — Z)^ = ± A . ya^+ft^+c« 
worauf nach Einsetzen von k sofort die Formel 7 a) wieder 
erhalten wird, freilich ohne Rücksicht auf die Bedeutung des 
Vorzeichens von J. 

Die Koordinaten der Ebene. Was in der analytischen 
Geometrie der Ebene die beiden Koordinaten u und v einer 
Geraden (I, § 11), das sind im Räume die drei Koordinaten 
u, V, w einer Ebene JE, nämlich die negativen und reciproken 
Werthe der Abschnitte auf den Achsen : 

u = , V = . w = . 9) 

p q r ' 

Wie dort, so rechtfertigt sich auch hier diese Wahl durch 
die Rücksicht auf die specielle Form 3), welche nun die Ge- 
stalt erhält: 

u*x + v*y'\-w*z-\'l = 0, 10) 

Bemerkung: Für die Richtungswinkel a, /?, y des Lotes 
folgt aus 6a) sofort: 

cos a : cos /? : cos y = w : I? : M?. 11) 

Geht die Ebene durch den Anfangspunkt, so werden u, v, w 
im allgemeinen unendlich und man muss sich auf ihre Ver- 
hältnisse u:v\w beschränken, gerade so wie bei einem un- 
endlich fernen Punkt auf die Verhältnisse seiner Koordi- 
naten. Die unendlich ferne Ebene aber hat die Koordinaten 
^ = 0, v = 0, m; = 0. 
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Werden u, v, w als veränderlich, als variabel, angesehen, 
so ändert E ihre Lage im Eaume. E dreht sich z. B. um die 
Schnittgerado mit der a;y-Ebene, wenn u und v als gegeben, 
w als veränderlich angesehen werden. Setzt man nur eine 
Koordinate, etwa u als gegeben, v und w als veränderlich, so 
dreht sich E um den Schnittpunkt mit der ä?- Achse. 

Irgend eine Gleichung ersten Grades endlich: 

Au + Bv-{- Cw + D:=0 12) 

bestimmt ganz allgemein ein Ebcnenbündel im Raum, d. h. 
die Gesammtheit aller Ebenen, welche durch einen gegebenen 
Punkt hindurchgehen. Denn 12) kann auch so geschrieben 
werden : 

^ • w + ^ • t? + -p • ec; + 1 = 0. 13) 

Dieser Punkt, das Centrum des Ebenenbündels, hat also 
nach 10) die Koordinaten: 

ABC ^,. 

(Ist 2) = 0, so liegt das Centrum unendlich fem. Das 
Bündel enthält dann alle Ebenen, welche eine gegebene 
Richtung enthalten). 

Ueberhaupt spielt jetzt die Gleichung 10) eine Doppelrolle. 
Setzt man in ihr, wie bisher, u, v, w als gegeben, x, y, z als 
veränderlich voraus, so stellt sie die Gleichung einer 
Ebene vor, d. h. sie wird fiir alle Punkte erfüllt, welche in 
dieser Ebene liegen. Setzt man aber nun umgekehrt Xy y, z 
als gegeben und u^ v, w als veränderlich, so muss sie als 
Gleichung eines Punktes angesehen werden, weil sie für 
alle Ebenen u, v, w erfüllt wird, welche durch ihn hindurch- 
gehen. Aber ganz allgemein aufgefasst ist 10) die 
Bedingung, dass der Punkt P{x,y,z) auf der Ebene 
E(u^VyW) liege. 

Noch allgemeiner indessen ist die Formel 7 a), welche hier 

lautet: 

^^ u^x-\-v^y-\-w^0 + l 

denn sie giebt das Lot von einem beliebigen Punkte 
F{x,y,z) auf eine beliebige Ebene E(u,v,w). 
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Transformation der Ebenenkoordinaten. Die mit 
einem Wechsel des Koordinatensystems verbundene Trans- 
formation der Ebenenkoordinaten leitet man am einfachsten 
auf folgende Weise ab: 

Es seien u, v, w die Koordinaten einer Ebene E, also: 

ux -\- vy -{- w^ '\- 1 = 
ihre Gleichung. Setzt man in diese die Formeln 15) § 3 für 
die Transformation der Punktkoordinaten ein und ordnet nach 
X', y', 3\ so verwandelt sie sich in : 

(a^u H- b^v + c^w) X' + (a^u + \v -j- c^w) y' + {a^u + \v + c^w) z' 

■\- (au '\- hv -\- cw -{- 1) = Q, 

Bezeichnet man andererseits mit w', v\ w' die Koordinaten 
von JS im neuen System, so muss ihre Gleichung werden: 

u'x' + vy + w'0' + 1 = 0. 

Daher, nach Vergleichung mit der vorigen Formel: 

a^u -\- biV 4- CiW 



au-^bv-^-cw-^l 
a^u -[- b^v 4- C2W ^^. 

au -{- bv -f- cw + 1 ' 

^,^ Osu + bsv -]- CsW 

au-{-bv-\-cW'^l' 
(Vergl. I, § 11.) 

Wie man sieht, sind diese Transformationen auch linear, 
aber gebrochen linear, d. h. sie werden durch Bruche ge- 
liefert, deren Zähler und deren gemeinsamer Nenner vom 
ersten Grade sind. Nur wenn a = 6 = c = 0, d. h. wenn der 
Anfangspunkt beibehalten worden ist, wird der Nenner = 1 
und die Formeln 15) geben ganze, homogene und lineare Aus- 
drücke. 

Gleichungen von Flächen in Ebenenkoordinaten. 
Wie vorhin gezeigt, stellt eine Gleichung ersten Grades in 
Ebenenkoordinaten : 

Au-\'Bv+ Cw + D = 
einen Punkt dar, insofern alle Ebenen, deren Koordinaten 
diese Gleichung erfüllen, und nur diese allein, durch ihn hin- 
durchgehen. Was bedeutet nun aber eine beliebige 
Gleichung in Ebenenkoordinaten? 

F{u, V, w) = 0. 16) 



§ 7. Die Ebene. 79 

Dass eine solche Gleichung nichts mehr und nichts weniger 
als die Gesammtheit aller Ebenen umfasst, deren Koordinaten 
eben diese Gleichung erfüllen, ist weiter nichts als eine Defi- 
nition. Die Frage aber ist, wie man sich eine solche Gesammt- 
heit vorzustellen habe. 

Sie, ist „zweidimensional", denn man wird im allgemeinen 
zwei Koordinaten u und v willkürlich wählen und w darauf 
durch Einsetzen in 16) ermitteln können. Schwieriger aber 
ist der Nachweis, dass sie identisch mit der Gesammt- 
heit aller Ebenen ist, welche eine mit der Gleichung 
16) mitbestimmte, aber erst noch zu ermittelnde 
Fläche berühren. Auch kann er nur mit Benutzung der 
Prinzipien der Diflferential- und Integralrechnung streng ge- 
führt werden. 

[Es sei u^v,w irgend eine Ebene E^ welche der Bedingung 16) genügt, 

nnd Z7, V, W eine zweite solche, die aber der ersten „unendlich benachbart" 

ist, so dass die Differenzen U — u, V — «>, W — w wie üblich mit dUj dv, 

dw zu bezeichnen sind. Differentirt man aber 16), so folgt: 

dF dF BF 

^ • ^2* + ^7 • c?«' + ^ • ^«^ = 0, 

d. h. 

nip pijp ^Tp 

oder, wenn zur Abkürzung: 

dF dF dF 

gesetzt wird: 

dF dF dF 

Diese Gleichung ist in Bezug auf JJ, V, PFlinear. Man kann daher 
nach 12) sagen, dass alle Ebenen der durch eine Gleichung 16) bestimmten 
Gesammtheit, welche einer unter ihnen, E, unendlich benachbart sind, 
durch einen Punkt P (eben den Berührungspunkt mit der Fläche) hin- 
durchgehen, dessen Koordinaten nach 13) und 14) durch die Gleichungen 

gegeben werden: 

\ dF 1 dF 1 dF 

""^^F-'d^^ y=F\'d^^ ^-F^'-dio 17) 

(aus denen nach Einsetzen des Werthes von F^ die Identität : 

tix -{- vy -\- tox -\' \ = (i 
folgt und folgen muss, da P auf E liegt). 

Werden nun aus 16) und 17) Uy v und w eliminirt, so bleibt eine End- 
gleichung m X, y, %\ 

qp {x, y, X) = 0, 1») 

also die Gleichung einer Fläche in Punktkoordinaten, welche von allen 
Ebenen, die der Gleichung 16) genügen, berührt wird. 
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Ist aber rangekehrt eine Fläche durch ihre Gleichung in Pnnkt- 

koordinaten gegeben: 

qr {x, y, x) = 0, 18) 

80 findet man ganz ebenso die Koordinaten der zu dem Punkte P {x, y, x) 
der Fläche zugehörenden Berührungsebene E(u, v, w) durch die ent- 
sprechenden Gleichungen : 

\ dq) 1 dcp 1 dcp 

U = — • ■=; — , V = — • -^ — , M> = — • ^ — , 
cpi dx^ <fi dy^ (f-L dx^ 

wo (ft die Abkürzung für: 

bedeutet. Werden aus diesen Ausdrücken und der Gleichung cf (x, y,x) = 
nun xyx eliminirt, so bleibt eine Endgleichung in uvw: 

F(UyV,w) = 0, 16) 

welche alle Berührungsebenen umfasst und somit als Gleichung derselben 
Fläche in Ebenenkoordinaten angesehen werden kann.] 

Somit hat jetzt jede Fläche im allgemeinen zwei Arten 
von Gleichungen, nämlich eine Gleichung in Punktkoordinaten, 
als analytischen Ausdruck für alle Punkte, welche auf 
der Fläche liegen und eine Gleichung in Ebenenkoordinaten, 
als analytischen Ausdruck für alle Ebenen, welche die 
Fläche berühren oder umhüUen. 

Zuweilen kann man bei Uebergang von der einen zur 
anderen Gleichung die Differentialformeln umgehen, wie z. B. 
bei einer Kugel oder auch, freilich mit grösserem Aufwand 
von Eechnung, bei irgend einer andern Fläche zweiter Ord- 
nung. Es sei M{alc) der Mittelpunkt und r der Radius einer 
Kugel, also: 

(p {x,y, 0) = {x — ay + {y — iy + {3 — cy — r^= 18a) 

ihre Gleichung in Punktkoordinaten. Hier fallt die 
Bedingung, dass eine Ebene E {u, v, w) die Fläche berühre, 
mit der Bedingung zusammen, dass E von M den Abstand r 
habe. Dies giebt nach 7 b) auf der Stelle die Gleichung : 

au -{- iv + cw 4- 1 

T = ' — — 

± ]/t^2 _(_ ^2 _|_ ^2 

oder nach Fortschaffung des Nenners und der Wurzel: 

F{u,v,w) = {u^ + v^-f-w;«) r«— (au + bv + cw + iy=0 16a) 

und diese Formel ist nichts anderes, als die Gleichung der- 
selben Kugel in Ebenenkoordinaten. 
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Die Kugel hat also (wie die anderen Flächen zweiter 
Ordnung auch) in Punkt- und in Ebenenkoordinaten Gleichungen 
von demselben, dem zweiten Grade. Dass diese üeberein- 
stimmung des Grades aber nicht verallgemeinert werden kann, 
geht schon daraus hervor, dass die Ebene in Punktkoordinaten 
eine Gleichung ersten Grades, in Ebenenkoordinaten aber 
überhaupt keine Gleichung, sondern nur ihre drei Koordinaten 
u, V, w besitzt ; genau wie reciprok der Punkt in Punkt- 
koordinaten keine Gleichung, sondern seine drei Koordinaten 
X, y, z und in Ebenenkoordinaten eine Gleichung ersten 
Grades hat. 

Deshalb unterscheidet man die Ordnung einer Fläche, 
d. h. den Grad ihrer Gleichung in Punktkoordinaten von ihrer 
Klasse, d. h. dem Grad ihrer Gleichung in Ebenenkoordinaten. 
So ist eine Ebene eine Fläche erster Ordnung und nullter 
Klasse, der Punkt eine Fläche nullter Ordnung und erster 
Klasse, die Kugel aber eine Fläche zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse. 

Natürlich giebt der Begriff der Gleichung einer Fläche in 
Ebenenkoordinaten zu Bemerkungen Veranlassung, die den in 
§ 4) und § 5) gemachten entsprechen. Da sich aber später 
(§ 12) Gelegenheit finden wird, die wichtigsten Grenzf&Ue, 
nämlich die „abwickelbaren" Flächen mit den Spezialfällen 
des Kegels und Cylinders besonders zu behandeln, so mag es 
hier mit der ausführlichen allgemeinen Begründung dieses Be- 
griffes genug sein. 

Uebnngsanfgaben. 

1 . Eine Ebene geht durch Po (+ 1 , + 1 , — 1), hat von P^ (— 4, + 5, + 8) 
den Abstand 1 und von Pa (+ 3, + 4, + 2) den Abstand 2. Wie lautet 
ihre Gleichung? 

2. Gegeben drei zu einander windschiefe Gerade /q» 'i ^^^^ h- Durch 
den Anfangspunkt eine Ebene zu legen, welche /^n Pq, h in Pi, 4 in Pa 
so schneidet, dass die drei Dreiecke OPiPa, OR2P0, OPqPi zu einander ein 
gegebenes Verhältniss Wq : nj : Wa haben.*) Die Untersuchung ist soweit 
zu führen, bis das Vorhandensein einer und nur einer Lösung erwiesen ist. 

3. Eine Ebene geht durch die drei Punkte Po(a, 6, c), Pi(6, c, a), 
-Pafe ci» b)- Wie lautet die Gleichung der durch sie gehenden Ebene? Wie 
liegen sie in dieser Ebene? 



*) Diese Aufgabe spielt in der Astronomie bei der Bestimmung einer 
Bahn aus drei Beobachtungen eine grosse Rolle. 

'6 
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§8. 

Zwei Ebenen. Ihr Neigungswinkel und ihre Schnittgerade. 

Das Ebenenbäsehel und die drei Elementargebilde 

erster Stufe. Drei Ebenen. Ihr Dnrchschnittspnnkt. 

Ebenenbfindel. Die beiden Elementargebilde zweiter Stufe. 

Tier Ebenen. Bedingung^ dass sie sich in einem Funkte 

schneiden. 

Aufgabe: Gegeben zwei Ebenen E^ und E^ durch ihre 
Gleichungen : 

Ui = a^x J^\y ^ c^z + d^ = j. 

V^ = a^x + hyy + c^z -\- d^ = Q. ' 

Es ist der (oder vielmehr es sind die) Winkel zu bestinunen, 
unter welchen sie sich schneiden. 

Lösung. Die Richtungswinkel a^ß^y^ und a^ß^y^ der 
beiden Lote werden nach 6) § 7 ermittelt. Der Winkel cp 
zwischen den Ebenen ist aber = dem Winkel q) zwischen 
den Loten. Die Formel 13) § 1 giebt daher sofort: 

Im besonderen folgt daher für 99 = 90®, cos 99 = der 
wichtige Satz: 

Zwei Ebenen stehen senkrecht aufeinander, wenn 
die Gleichung erfüllt ist: 

^«2 + &162 + ^A = 0. 2 a) 

Zur Prüfung dieser Formel kann man z. B. die erste Ebene 
mit der iry-Ebene zusammenfallen lassen. Es wird dann 
a^ = l^ = 0, da ihre Gleichung ist: ^ = 0. Die Bedingung 2a) 
giebt dann, da c^ nicht verschwindet, c^ = 0, und in der That 
steht eine Ebene auf der :r«/-Ebene senkrecht, wenn in ihrer 
Gleichung die Koordinate 2 nicht vorkommt. 

Aufgabe: Gegeben zwei Ebenen durch ihre Gleichungen 1). 
Es ist ihre Schnittgerade l zu ermitteln. 

Lösung. Man wende nach § 6 die Methode der Projek- 
tionen an, eliminire also aus 1) der Reihe nach x, dann y, 
dann z durch Multiplikation der beiden Gleichungen mit 
— «2 und flfi, bez. — 63 und \ oder — c^ und (\ und Addition. 
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Werden zur kürzeren Schreibweise die Bezeichnungen ein- 
geführt : 

(bc) = biC2 — c^h^] {ca) = Cia2 — «iCg; {ab)^=a^^ — h^a^ ^. 
(cid) = «1^3 — d^ag ; (bd) = b^d^ — dj)^ ; (cd) = c^d^ — d^c^ ^ 
und setzt man fest, dass (cb) = — (bc) u. s. w., so erhalten die 
Gleichungen der Projektionen die übersichtliche Gestalt: 

(ba)y -\- {cä)3 + {da) = 

{ab)x+{cb)z + {db) = Q 3 a) 

{ac)x + {bc)y -{- (de) = 
aus denen man nach Belieben zwei herausgreifen kann. Der 
Vollständigkeit wegen mö;^e auch noch die durch den Anfangs- 
punkt gehende projicirende Ebene hinzugefügt werden, die 
aus 1) durch Elimination des constanten Gliedes entsteht. 

Sie wird: 

(ad)x + (bd)y + {cd)0 = 0. 3 b) 

Die vier Gleichungen 3 a) und 3 b) enthalten, vom Vorzeichen 
abgesehen, nur die sechs Verbindungen 3) als Koefficienten. 
Auch bestimmen je zwei von ihnen die Gerade. Die beiden 
anderen müssen daher aus ihnen folgen, so z. B. die dritte 
von 3 a) aus den beiden ersten durch Elimination von ^, Diese 
Elimination führt aber sofort zu dem Ergebniss: 

— (ab) (cd) X + (pa) (cb) y + [{da) {cb) — {db) (ca)] = 
oder nach Division durch (a6), wenn man bedenkt, dass 
4pa) = — {ab) u. s. w. 

Dies muss die dritte der Gleichungen 3 a) sein. Die Koeffi- 
<5ienten von x und y stimmen schon unmittelbar überein. Die 
Vergleichung der Constanten aber giebt die folgende, sehr 
merkwürdige und eigenartige Beziehung zwischen 
den sechs Koefficienten 3): 

{da){bc) + {db){ca) + {dc){ah) = 0, 4) 

•deren Richtigkeit man hinterher leicht durch Einsetzen der 
Ausdrücke 3) und Auflösen der Klammem bestätigt. Und wie 
man auch aus zwei der Gleichungen 3 a) und 3 b) eine dritte 
abzuleiten versucht, immer wird man diese Identität wieder 
finden. Sie ist auch die einzige, welche die sechs Grössen 3> 
mit einander verknüpft, so lange man die acht Koefficienten 
in 1) ganz willkürlich annimmt. 

6* 



84 § 8. Zwei und mehr Ebenen. 

Handelt es sich nur um die Richtung aßy von l im Eaum, 
so werden nur die drei ersten der Grössen 3) gebraucht 
Denn da diese Richtung zu den Loten auf E^ und E^ senk- 
recht steht und deren Richtungen nach 6) § 7 bestimmt 
werden, so giebt die Bedingung des Senkrechtstehens (15, § 1): 

aicosa + bicosß + c^cosy = 
, , «aCOSa + fcgCOS/J + c^cosy = 0, 

cos a: cosß : cos y = (bc) : (ca) : (ab), 5) 



Das Ebenenbüschel. Sind Ui = und U2 = die 
Gleichungen irgend zweier Ebenen E^ und ^2> so stellt offen- 
bar jede Gleichung, die aus ihnen durch lineare Verbindung 
entstanden ist, also jede Gleichung von der Form: 

Ui + Xü^ = 0, oder auch: X^üi + ^C/g = 6> 

eine dritte Ebene E dar, welche durch die Schnittgerade l 
von JBi und E^ hindurchgeht (vergl. I, § 10). Denn für jeden 
Punkt von l sind die beiden Gleichungen 1), also auch die 
Gleichung 6) erfüllt. 

Für A = fällt E mit -E^, für X = oo oder |- = mit E^ 



X 



'a 



zusammen. Variirt man l von — 00 bis + 00, so dreht sich 
E um l und beschreibt ein Ebenenbüschel, d. h. die Ge- 
sammtheit aller Ebenen, welche durch ein und dieselbe Gerade^ 
die Achse des Büschels, gehen. Daher: 

Die Gleichung 6), in welcher U^ und TJ^ nach 1) 
irgend zwei Ausdrücke ersten Grades in xyz sind^ 
ist der analytische Ausdruck für ein EbenenbüscheL 

Setzt man ü^ und f/g in der Hesse'schen Normalform vor- 
aus, so ist X = dem positiven oder negativen Verhältniss der 
beiden Lote, die man von irgend einem in E liegenden Paukte 
auf El und E^ fallen kann, da aus 6) folgt: 

X ist also in diesem Falle auch = dem einfachen Sinus- 
verhältniss der beiden Winkel, in welche der Winkel zwischen 
Ej^ und E^ durch E getheilt wird (vergl. I, § 10). Setzt man 
aber U^ und U^ in der Form 10) § 7 voraus: 
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Ui ^ UiX + Viy + WiZ + 1 

U2 = u^x + v^tf + w^si + 1, 
80 hat man noch U^ + W^ durch 1 + ^ zu dividiren, um die 
Gleichung von E in dieselbe Form zu bringen. D. h.: 

Sind E^iu^v^w^, E^iu^v^w^) gegeben, so werden die 
Koordinaten irgend einer durch ihre Schnittgerade/ 
gehenden Ebene E(uvw) mittelst der Formeln be- 
stimmt: 

^- i + ;i ' ""- i + A ' ^- i+vi ' ^^ 

die, wie man sieht, ganz den Formeln 8) § 2 für alle Punkte 
entsprechen, welche in der Verbindungslinie zweier gegebener 
Punkte liegen. (Vergl. auch I, § 10). 

Bemerkung: Das Ebenenbüschel wird durch eine beliebige, 
nicht durch seine Achse gehende Ebene in einem zu ihm 
Perspektiven Strahlenbüschel geschnitten. Schneidet man 
dasselbe Ebenenbüschel durch eine zweite solche Ebene, so 
sind die beiden so entstandenen Strahlenbüschel auch auf ein- 
ander perspektivisch bezogen, da je zwei entsprechende 
Strahlen sich in einem Punkt der Schnittgeraden der beiden 
Ebenen schneiden. Man kann daher das Doppelverhältniss 
von irgend vier Ebenen des Büschels definiren als das Doppel- 
verhältniss der vier zugehörigen Strahlen eines beliebigen 
zum Büschel Perspektiven Strahlenbüschels und so diesen 
Fundamentalbegriff, der in der analytischen Geometrie der 
Ebene ausführlich erläutert worden war, sofort auf das 
Ebenenbüschel übertragen. 

Die Elementargebilde erster Stufe. Punkt, Gerade 
«nd Ebene sind die wahren Elemente in der räumlichen 
Geometrie und daher sind die geradlinige Punktreihe als 
stetige und „eindimensionale" Folge von Punkten, welche in 
einer geraden Linie liegen, das Ebenenbüschel als stetige und 
eindimensionale Folge von Ebenen, welche durch eine gerade 
Linie gehen, und das Strahlenbüschel als stetige und ein- 
dimensionale Folge von Geraden, welche sowohl in einer Ebene 
liegen, als auch durch einen (in dieser Ebene gelegenen) Punkt 
gehen, die einfachsten, aus Elementen zusammengesetzten Ge- 
bilde. Man nennt sie die drei Elementargebilde erster 
Stufe; deswegen erster, weil jedes Element durch eine 
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einzige Angabe (bei der Pnnktreihe Abstand von einem 
beliebig heransgegriflfenen Punkt, bei Ebenenbuschel Winkel 
mit einer beliebig herausgegriflfenen Ebene, bei Strahlen- 
büschel Winkel mit einem beliebig herausgegriflfenen Strahl) 
bestimmt ist. Auch ist nach I, § 3 sofort klar, dass man 
irgend zwei solche Gebilde, ob sie von derselben Art sind 
oder nicht, so projektivisch aufeinander beziehen kann, dass 
irgend drei Elementen des einen irgend drei Elemente des 
anderen entsprechen. 

Gegeben seien drei Ebenen E^, E2, Es' 

üi ^ a^x + iitf + Ci^ -[■ ^1 = ^ 

C/g = a^x + h^y -|- ^3^ -f ^3 = 0. 

Sie schneiden sich im allgemeinen in einem Punkte, dessen 
Koordinaten aus 8) durch Auflösung nach x, y, z als Aus- 
drücke mit demselben Nenner (in Determinantenform) gefunden 
werden (I, § 20). Ist dieser = 0, so sind x^ y, z im all- 
gemeinen unendlich, was nur möglich ist, wenn die drei 
Schnittlinien je zweier Ebenen parallel sind und also einen 
prismatischen Kaum als Kanten begrenzen. In solch einem 
Falle muss man sich darauf beschränken, die Verhältnisse 
x'.y\z durch Berechnung der Zähler (die ja auch Deter- 
minanten sind), d. h. die Richtung festzustellen, in welcher 
der unendlich ferne Punkt liegt. 

Wenn aber auch noch diese drei Zähler = sind, so 
werden die Koordinaten der Schnittpunkte unbestimmt. Die 
drei Gleichungen 8) stehen in einer Abhängigkeit von einander 
und jede ist eine Folge der beiden andern. Es existirt dann 
also eine Identität: 

d. h. E^ gehört dem durch E^ und E^ bestimmten Ebenen- 
büschel an und die drei Ebenen schneiden sich in einer Ge- 
raden. 

Nach Ausschluss dieses Falles stellt auch jede durch 
lineare Verbindung der drei Gleichungen 8) hergestellte 
Gleichung : 

eine durch den Durchschnittspunkt gehende Ebene E vor und 
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zwar, wenn X^: X2 * h beliebig variirt wird, jede solche Ebene. 
Denn zunächst geht U sicherlich durch den Schnittpunkt, da 
für diesen üi = 0, C^ = 0, t/3 = 0, also auch U = 0, was 
man auch für X^, X^, X^ setzen mag. Und umgekehrt kann die 
Gleichung jeder durch ihn gehenden Ebene nach passender 
Wahl von Äi : A^ : A3 in die Form 9) gebracht werden, da man 

X X 

zwei Parameter, etwa ---^ -y--, zur Verfügung hat und daher 

die Bedingung stellen darf, dass die durch 9) gegebene Ebene 
noch durch irgend zwei andere Punkte im Räume gehe, 
welche mit dem Schnittpunkt zusammen irgend eine durch 
den letzteren gehende Ebene bestimmen. Daher: 

Sind C/i, U2, C/3 irgend drei von einander unab- 
hängige lineare Ausdrücke, so stellt die Gleichung: 

ü = X,U, + X^U^ + A3Ü8 = 9) 

ein Ebenenbündel, d.h. die Gesammtheit aller Ebenen 
vor, welche durch einen und denselben Punkt gehen. 

Werden C/i, C/g, U^ in der Form 10) § 7 vorausgesetzt 
und soll U dieselbe Form erhalten, so ist noch durch Ai + A2 + h 
zu dividiren. Also: 

Die drei Ausdrücke: 

Ai ~r ^2 + A3 

^ _ XiW^ + X2W2 + h^ 3 

Xi -T X2 -\- Xg 
sind, wenn X^ X2, X^ beliebig angenommen werden, die 
Koordinaten irgend einer Ebene des durch die drei 
Ebenen: 

bestimmten Ebenenbündels. (Vergl. 12) § 2). 

Ein Punkt im Kaum bestimmt nicht allein ein Ebenen- 
bündel, sondern auch ein Strahlenbündel, d. h. die Ge- 
sammtheit aller durch ihn gehenden Geraden. Beide zusammen 
nennt man auch kurz das zu diesem Punkt als Centrum zu- 
gehörige Bündel. Es ist ein Elementargebilde zweiter 
Stufe, genau so wie das ebene System, als der Inbegriff 
aller in einer Ebene liegenden Punkte und geraden Linien. 
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Selbstverständlich kann die Theorie der coUinearen und 
reciproken Verwandtschaft auch auf Bündel übertragen 
werden (I, § 26). Insbesondere ist zu erwähnen erstens die per- 
spektivische Lage eines Bündels zu einem ebenen System, in 
welcher jeder Punkt des letzteren auf dem zugeordneten Strahl 
des ersteren liegt und zweitens die polare Beziehung eines 
Bündels auf sich selbst. Unter dieser ist wieder die der An- 
schauung am unmittelbarsten zugängliche und seit Alters her 
erkannte Polarität hervorzuheben — von der auch diese Art 
Verwandtschaft den Namen entlehnt hat — welche in der Zu- 
ordnung jeder Ebene zu dem auf ihr im Centrum des Bündels 
errichteten Lot besteht. Schneidet man dann das Bündel 
durch eine Kugel um das Centrum als Mittelpunkt, so wird 
die Ebene in einem grössten Kreis und die Gerade in zwei 
gegenüberliegenden Punkten, den Polen dieses Kreises ge- 
schnitten. (Z. B. auf der Erdkugel Aequator und Nord- und 
Südpol). 

Es seien vier Ebenen: E^, E^, E^, E^ durch ihre Glei- 
chungen gegeben: 

ü, = 0, ü^ = 0, U^ = 0, U^ = 0. 

Sie werden im allgemeinen ein Tetraeder einschliessen, es 
sei denn, dass sie sich in einem Punkte schneiden. Die Be- 
dingung für diesen Ausnahmefall kann man durch Berechnung 
des Schnittpunktes dreier Ebenen und Einsetzen in die Glei- 
chung der vierten Ebene auffinden. Sie wird nach I, § 20 
durch das Nullsetzen der Determinante aus den 16 Koefflcienten 
gebildet. In diesem Falle muss auch eine Identität von der 
Form: 

AiC/i + hü^ + ^Ü8 + XJJ^ = 

nachweisbar sein, da dieselbe aussagt, dass E^ zu dem durch 
J?!, E^ und jEg bestimmten Ebenenbündel gehört. 

Im allgemeinen aber wird es eine solche Identität nicht 
geben. Dann kann jeder irgendwie gegebene lineare Ausdruck 
auf die Form: 

U= kJJ, + X^U, + Xsü, + A,D, 
gebracht werden, weil nun genügend viele und von einander 
unabhängige Gleichungen zur Bestimmung der X vorhanden 
sind. Daher auch: 
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Man kann die Gleichung jeder Ebene im Baume 
durch lineare Verbindung der vier Gleichungen von 
irgend vier nicht in einem Punkt zusammentreffen- 
den Ebenen herstellen. 

Und daraus endlich: 

Zwischen den linken Seiten der Gleichungen von fünf 
beliebigen Ebenen im Baum ist immer eine Identität von der 
Form vorhanden: 

K Ui + hU^ + ^Ü8 + XJJ^ + X^U^ = 0. 11) 



Aus den Entwickelungen der letzten beiden Paragraphen 
geht klar hervor, dass sich im Baume Ebene und Punkt 
reciprok gegenüberstehen, genau wie im ebenen System 
Punkt und Gerade und im Bündel Ebene und Gerade. Den 
analytischen Ausdruck für diese Dualität hat man in der 
Festsetzung der drei Koordinaten w, «;, w der Ebene anzusehen, 
die auch sofort bezeugt, dass die Gesammtheit aller Ebenen 
im Baume dreifach unendlich ist, wie die Gesammtheit aller 
Punkte. 

Eigenartig verhält sich bei dieser Beciprocität die gerade 
Linie, insofern ihr wieder die gerade Linie reciprok gegen- 
übersteht, aber der geraden Linie als Träger einer Punkt- 
reihe die gerade Linie als Achse eines Ebenenbüschels und 
umgekehrt. Auch bei der Zusammenstellung der Elemente zu 
Elementargebilden zeigt die Gerade einen besonderen Charakter. 
Denn während zwei Ebenen immer ein Ebenenbüschel und 
zwei Punkte immer eine geradlinige Punktreihe bestimmen, 
ist die Sachlage bei zwei Geraden eine ganz andere. So 
lange sie zu einander beliebig, d. h. im allgemeinen wind- 
schief gelegen sind, und man also nicht voraussetzen darf, 
dass sie sich in einem Punkte schneiden oder, was dasselbe 
ist, dass sie in ein und derselben Ebene liegen, so lange 
lassen sie sich nicht zu einem Strahlenbüschel verknüpfen, 
sondern bleiben ohne jede Verbindung und gesondert. 

Uebnngsanf^abeii« 

1. Gegeben die Ebenen: 

-E7o:4fl; + 32/ — 5x + 16«0, -E7i:— 3aj + 2«^ + 4Jt — 7 = 0, 

E.i:x + 4y — 2x, + h^(^. 
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Die Gleichungen der drei Ebenen zn ermitteln, von denen jede durch 
die Schnittgerade zweier der drei Ebenen Eq, E^, E^ geht und auf der 
dritten senkrecht steht. Nachzuweisen, dass sie sich in einer Geraden 
schneiden. 

2. Gegeben Eq, Ei, E.^ wie in 1). Ausserdem: 

E^: a?+.y + » — 5 = 0, E^: — 2aj + 5y — 3» + 7 = 0. 
Gresucht die Gleichungen derjenigen (10) Ebenen, welche durch den 
Durchschnittspunkt dreier, z. B. EqE^E^ und durch die Schnittlinie von 
E^ und E4, gehen. 

3. Gegeben irgend vier lineare Ausdrücke: 

Z7i = a^x + h^y + c^x -{■ rfj, ü^ = ol-i^ + hv + Ca* + c^, 
ZJg ^ (i^x + b^y + c^x + c^, t^4 = a^pc + h^y + c^* + c?^. 

Man bilde aus ihnen noch die acht Kombinationen: 

2 F, ^ - C7, + C7, + C/3 + C7„ 2 F, ^ C7, - t7, + ^a + ^4 
2 Fs = V^+V.,-U,+ U^,2V^=U^+U^+U^-U^ 
2W,^ Ü,+ U,+ Us+ U,, 2TF,= U^ +U^-U,-U^ 

und stelle die 12 Ebenen in drei Gruppen zusammen: 

C7i =0, C4 = 0, üg = 0, D4 = 

Fi=0, F,=0, F3=0, F, = 

TF, = 0, TF2 = 0, TF3 = 0, PF4 = 0. 
Dann geht durch die Schnittlinie einer beliebigen Ebene ü = mit einer 
beliebigen Ebene Fs= auch eine Ebene TF = 0. Solcher Schnittgeraden 
giebt es 16. Sie schneiden sich in 12 Punkten, die zu ermitteln sind. 
Letztere zerfaUen auch in drei Gruppen zu je vier.*) Zum Schluss beweise 
man die Identität: 

Fl . Fa . Fs . V^+ W^. TFa . FFs- W^— U^* U^. L\ • ^7^ = 0. 



§ 9- 

Die analytische Behandlung der Geraden. 

Ihre Tier Koordinaten. Gerade und Punkt. Gerade und 

Ehene. Zwei Gerade. Ihr kürzester Abstand. 

Der geraden Linie als einem selbstständigen ßaumelement 
kommt eine eingehende analytische Darstellung zu, deren 
Grundzüge allerdings schon in früheren Paragraphen enthalten 
sind. Es ist angemessen, sie hier zusammenzustellen. 

1. Wenn zwei Punkte Po (^o^/o-s^o)» ^lipi^iVi^i) der Geraden l 
gegeben sind, so liefern die Formeln: 



*) Diese Konfiguration von 12 Ebenen, 12 Punkten und 16 Geraden 
heisst eine Figur von Reye. 
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X = -^ 



KX-^ 



y 



1 — 2 ' 



z = 



^0 2^ 1 

1 — ;i 



oder : 

jeden Punkt von Z. 

2. Die Formeln: 

rc == ^^j -f r • cos a, y = yo + ^ • Cös jß, ;8^ = -s^o + ^ • cos y 
sind die gegebene Parameterdarstellung für den Fall, dass ein 
Punkt V^ipc^y^z^ und eine ihrer beiden entgegengesetzten 
Richtungen bekannt sind. Hier bedeutet r den Abstand von 
Po mit dem Zeichen + oder — , je nachdem der betreffende 
Punkt von Po ^-^s in der Richtung aßy oder in der entgegen- 
gesetzten liegt. 



3. Die Formeln: 

Wo + 2^1 



u = 



V 



"1+A ' '^~ 1 + A 



1) 



oder auch: 

ergeben jede durch die Gerade gehende Ebene E(uvw\ wenn 
zwei solche E^ und E^ bekannt sind. 

4. Am bequemsten ist in der Regel die Darstellung der 
Geraden durch zwei ihrer drei Projektionen, etwa auf die 
xy- und r??^-Ebene. In expliciter Form erhält man so: 

y = arr + 6 
z =^ ex + d 

Die erste Gleichung giebt die 
Projektion Iö(7, die zweite GBF 
(Fig. 12). Die vier Koefficienten 
a, h, c, d haben (nach I, § 9) 
sehr einfache Bedeutung. Denn 
6 ist das Stück 07, welches die 
erste Proj ektion auf der 2/- Achse 
[in Fig. 12) negativ], d das Stück 
OF, welches die zweite Projektion 
auf der ^-Achse abschneidet. 
Femer ist: 

a = tg 9?, c = tg 1/;. 
(Richtungskoefficienten der Pro- 
jektionen mit + a:- Achse als An- 
fangsrichtung). *^ig- 1'-^- 
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Man sieht also, dass erstens die Eoefßcienten a, b, c^ d 
dnrchans nnabängig von einander sind, dass zweitens jeder 
von ihnen jeden beliebigen Werth haben kann und dass 
drittens ihnen ganz bestimmte einfache geometrische Be- 
deutungen zukommen. Die Gerade ist durch ihre An- 
gabe vollständig festgelegt und deswegen nennt man 

auch: 

a, b, c, d 2) 

die vier Koordinaten der Geraden l 

Bemerkung: Die Punkte im Räume bilden eine dreifach 
unendliche Mannigfaltigkeit und die Ebenen gleichfalls. Die 
Geraden im Eaume bilden eine vierfach unendliche 
Mannigfaltigkeit, denn eine jede hat vier von einander 
unabhängige Koordinaten. Dies ist für die Theorie der Ge- 
raden von der höchsten Bedeutung und rechtfertigt vom ana- 
lytischen Standpunkt ihre zum Schluss des vorigen Paragraphen 
erwähnte Eigenart . gegenüber den anderen Eaumelementen, 
Punkt und Ebene. 

Kommt die dritte Projektion DEÄ in Frage, so eliminire 
man aus 1) die Koordinate x. Es folgt: 

cy — az — (bc — ad) = 0. la) 

Es ist zuweilen sehr nützlich, sie zu den Gleichungen 1) 
hinzuzufügen, trotzdem sie nur eine Folge von ihnen ist. Auch 
pflegt man die neue Constante (bc — ad) als fünfte Koordi- 
nate e 

e =^bc — ad 2 a) 

zu den vier Koordinaten a, 6, c, d hinzuzunehmen, um eben 

auch der dritten Projektion gerecht zu werden. 

Als vierte besondere Ebene durch l verdient noch die 

durch Erwähnung, welche nach Einführung von e die 

Gleichung erhält: 

ex -{- dy — b0 = 0. 1 h) 



A u f g a b e I. Gegeben auf 7 zwei Punkte Po {Xot/o^o)j P(a?iyi^i). 
Gesucht ihre Koordinaten a, b, c, d (und e). 

Lösung: Man setze erst Po, dann Pi in 1) ein und er- 
mittele darauf a, b, c, d. Es folgt: 
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( 



e = fo - od = Sfc^M.). ») 

[Der aus a, &, c, d abgeleitete Werth für e hatte zunächst 
den Nenner (x^ — XqY und bedurfte noch einer Umformung des 
Zählers]. Die Koordinaten werden nach 3) unendlich, wenn 
^1 = ^oj d. h. wenn l auf der iP-Achse senkrecht. Man muss 
dann mit den Achsen tauschen. Die Formeln 3) ermöglichen 
sofort die Feststellung der Richtungswinkel von l 
durch die Koordinaten. Denn es ist nach IIa) § 1: 

cos a : cos^ : cos y = x^ — Xq : y^ — Va* ^i — ^^ = 1: a: c, 3a) 
Aufgabe II. Gegeben zwei durch l gehende Ebenen 

■^0 (%^o^o)) ^1 i^iV^w^' Gesucht die vier Koordinaten a, 6, c, d 

von h 

Lösung: Die Gleichungen von Eq und E^ sind nach 

10) § 7: 

UqX + v^y + Wf^z + 1=0; %a; + v^y + w^i^ + 1 = 

und aus ihnen müssen die Gleichungen 1) durch Auflösung 

nach y und z entstehen. So ergiebt sich: 



e = 



% — ^0 \ 



VqWi — WqVJ 

Aufgabe III. Gegeben l (a, &, c, d). Zu berechnen ihre 
drei „Spuren", d. h. die Schnittpunkte Ä, B, C mit den 
Koordinatenebenen. 

Lösung: Man setze in 1) nacheinander x=^0,y = 0, 
z = und erhält : 

Ä(0, + b,^ä), b{--1, 0,-1), C7(-| +J, O). 

Aufgabe IV. Gegeben l (a, &, c, d) nnd ein beliebiger 
Punkt Q {xoyoZf)) im Raum. Gesucht 1) Gleichung oder Koordi- 
naten der Ebene E durch l und Q, 2) Gleichung der Ebene 
durch Q senkrecht auf l, 3) Abstand A zwischen Q und l, 
4) Richtungswinkel von zl. 
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Lösung 1): DaJ5 durch l gehen soll, muss ihre Gleichung 
eine lineare Verbindung der beiden Gleichungen 1), also von 
der Form sein: 

(y — ax — 6) + ^ (^ — ß^ — d) = 0. 
Sie soll aber auch durch Q gehen. Man setze seine 
Koordinaten ein und bestimme so L Die Gleichung von JE 
wird darauf: 

(y — ax — b) (00 — cxq — d) — {yQ — axo — b)(0 — ex — d) = 5) 
oder nach Auflösuog der Klammern und Einführung von e: 

ÄJ(— azo + cyQ — e) + y (^0 — ^^o — rf) + ^(— 2^0 + «^o + &) + 

(exo 4- dyo — fe^o) = 0. 5 a) 

Man beachte, wie in 5 a) alle vier in 1), la) und Ib) ent- 
haltenen linearen Ausdrücke als Koefficienten vorkommen, nach- 
dem in ihnen der Punkt ^ (ä?o> 2^o> ^o) eingesetzt worden ist. 
Sie werden = 0, wenn Q auf l liegt, wie es sein muss, da 
dann E unbestimmt wird. 

2) Die Gleichung einer Ebene, welche auf /, deren ßichtungs- 
cosinus nach 3 a) bestimmt werden, senkrecht steht, hat nach 
der Formel 6a) § 7 die Gestalt: 

X -{- ay -{- C0 -[- k = 0. 
Soll die Ebene ausserdem durch Q gehen, so ermittele 
man Je durch Einsetzen. Man erhält die Endgleichung: 

{x — Xo) + a{y — yo) + b(0 — ^o) = 0. 6) 

3) Für den Abstand A eines beliebigen Punktes Q (^o^o^o) 
von einer beliebigen Geraden l ist bereits in 21) § 1 eine 
Formel gefunden worden, welche nach entsprechender Ver- 
änderung der Bezeichnungen sofort verwendbar ist, um die 
Koordinaten a, b, c, d (und e) einzuführen. Es seien also zu- 
nächst aßy die Kichtungswinkel von l und xyz die Koordinaten 
irgend eines Punktes auf /, so folgt nach 21) § 1 : 

WO A^ B, C die drei Ausdrücke: 

^ = (yo — y)* cos 7 — (-8^0 — ^) • cos^ 
B=^ {Zq — z)* cosa — {xq — x) • cos y 
C = {xq — x)* cosß — (yo — y) • cos a. 

aßy werden nach 3a) bestimmt. Darauf erhält man: 
y(l + a2 + c2) A = (yo—y)c — (Zo — z)a = yoC—Zoa—yc + m 
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oder nach la): 



A = 



yi + a2 -f c2 
In derselben Weise sind B und C umzuformen. 
Dann entsteht die gesuchte Formel: 

yi + «2 + c2 

4) Es seien A, /i, r die Richtungswinkel von A. Da A auf 
Z senkrecht steht, so giebt die Gleichung 15) § 1 nach 3 a) 
zunächst die eine Bedingung: 

cos A + a cos /i 4- c cos r = 0. 

Dann liegt aber A in der Ebene durch l und ^, mit der 
Gleichung 5 a). Da die Richtungscosinus dieser Ebene nach 
6) § 7 gefunden werden, so giebt dieselbe Formel nach 1 5) § 1 
die weitere Bedingung: 

COSA(— a-8^o + g^o — ^) + COS/i(;8^o-" ^^o — ^ + 

cosv(— ^o + «^o-l-&) = 
und aus beiden folgt nun cos A : cos /i : cos v ohne Schwierig- 
keit. 

Bemerkungen a), b) c) zu Aufgabe IV. a) Nach 1) 
und 1 a) erhält J, wenn ^ auf l liegt, den Werth 0, wie es 
sein muss. b) A erscheint hier als Quadratwurzel aus einer 
Summe der Quadrate von drei in Bezug auf x^^ y^^ ^o line- 
aren Ausdrücken. Diese Summe kann aber auf zwei Quadrate 
reduciert werden, da J, B^ C nicht unabhängig sind, sondern 
der Identität: 

Ä cosa -h Bco&ß -f- Ccosy = oder Ä-^ Ba-\- Cc = 

genügen. Eliminirt man hieraus etwa A, so wird: 

A = yW{l + a2) + (72(1 + c2) + 2BCäc 7 a) 

und A kann also, nachdem das Produktglied durch eine lineare 
Transformation fortgeschafft, in der That als Quadratwurzel 
aus einer Summe von zwei Quadraten dargestellt werden. 
Diese Thatsache leuchtet auch ein, wenn durch l zwei 
zu einander senkrechte Ebenen angenommen und die Lote 
P und q von Q auf sie nach 7 a) § 7 bestimmt werden. Es 

wird dann sofort: 

A = '\p^ ^ q\ 



96 § 9. Die gerade Linie. 

c) Ein anderer Weg zur Formel 7) für zl geht über die 
Berechnung des Fusspunktes von A mit nachfolgender An- 
wendung von 10) § 1: 

A = yi.x-x^Y + (y - ^o)' + (^- ^o)'. 

Er ist aber weit umständlicher und daher hier nicht be- 
schritten worden. 

Aufgabe V. Gegeben eine Gerade l (a, 6, c, d) und eine 
Ebene E {u, v, w). Zu ermitteln 1) den Schnittpunkt von l 
und E, 2) den Winkel d zwischen l und Ej 3) Gleichung der 
Ebene durch l senkrecht auf E, 

Lösung: 1) Der Schnittpunkt wird nach Zusammenstellen 
von 1) und der Gleichung von E: 

ux-^- vy -{- W0 -^ 1 = 
durch Berechnung von xyis gefunden. 2) Der Winkel d ist 
das Complement des Winkels zwischen l und dem Lot auf E, 
deren Richtungswinkel nach 3 a) und 6 a) § 7 zu bestimmen 
sind. Formel 13) § 1 giebt daher sofort: 

. « u -{- av 4- cw ox 

sm d = -,; — - -= — -, ; — :^ 8) 

yi -4- a2 + c^ . ^^2 _j_ ^2 _|_ ^a- 

3) Da die Ebene durch l gehen soll, ist ihre Gleichung 

von der Form: 

{y — ax — h) -{- X (ß! — ex — cf) = 
oder: 

xi-- a — cX) + y -j- X0 + (— b — dX) = 0. 

Sie soll auf E senkrecht stehen. Die Formel 2 a) § 8 giebt 

daher sofort: 

— u (a -]- ck) + V -{- Xw = 0. 

Hieraus folgt X, 

Aufgabe VI. Gegeben zwei Gerade l (a, b, c, d), l^ (%, 6i, 
Ci, d^. Gesucht 1) der Winkel % welchen sie bilden. 2) Die 
Bedingung, dass sie sich schneiden. 3) Im allgemeinsten 
Falle der kürzeste Abstand A zwischen ihnen. 

Lösung: 1) Die Eichtungen der Geraden ergeben sich 
nach 3a). Daher nach 13) § 1 sofort: 

cosy = T7. — \, 9) 

yi + a2 + c2 . yi + ai2+ci2' 

Im besonderen also: 

Zwei Gerade stehen senkrecht aufeinander, wenn 

a • a^ +c«Ci= — 1. 
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2) Die beiden Gleichungen von l sind: 

a) y = ax -hh, ß) z = ex -\- d. 
Die von \: 

Ol) y = a^x + 6i, ß^) z = (^x + d^. 
Wenn sich l und l^ schneiden sollen, so müssen die vier 
Ebenen a), /S), a^), ßi) durch den Schnittpunkt gehen. Die Be- 
dingung hierfiir entsteht daher durch Elimination von x, y, z. 
Aus a) und Ol) einerseits und aus ß) und ^i) andererseits 

folgt aber: 

b — 6i d — (t 

x = -: X = -. 

a — % c — Ci 

Die gesuchte Bedingung ist also: 

^ — ^1 _ d— d^ ^^. 

a — «1 c — Ci' 

Schafft man die Nenner fort und führt ausserdem die 
f&nften Koordinaten e und e^ ein, so verwandelt sie sich in: 

6 + Ci -j- ad^ + da^ — ic^ — cb^ = 0. 10a) 

3) Es giebt stets eine Ebene E durch l || zu l^ und eine 
Ebene E^ durch l^ \\ zu l. Ihre Gleichungen sind von der 
Form: 

{y — ax — 6) + ^ (^ — ca? — d) = 
und {y — a^x — &i) -\-X^{z — c^x — dj = 0. 

Sie sollen parallel sein. Die Koefficienten von xyz müssen 
daher in beiden Gleichungen dasselbe Verhältniss zu einander 
haben. Daher : 

also: 

- . a — % 

A Ai — — ~~~ • 

^ C — Cj 

Die Gleichungen von E und E^ werden hiemach: 
x{ — (ic^ + ca^) + y{(h — c)-\-8{a — a^ + [^ — lc^-\- da^]^=Q 
x(—ac^ + c«i)+y(Cil — ^) -{-^ici — «])+[ — 61+61C— 6?ia]=0 
Der kürzeste Abstand A zwischen l und ?i ist zugleich 
der Abstand der beiden Parallelebenen E und E^. Letzterer 
aber ist = der (algebraischen) Differenz der beiden Lote von 
einem beliebigen Punkte P im Räume auf sie und diese wieder 
sind nach Formel 7 a) § 7 zu berechnen. Daher: 

. ö + ^1 + <^di + da^ — 6Ci — c6, 

"" |(aci - caj« + (a - a^Y + (c ^c^^' ^^^ 

7 
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Für A = folgt übrigens, wie man sieht, noch einmal die 
Bedingung 10 a), dass l and l^ sich schneiden. 

Auch der folgende Weg fuhrt zur Formel 11). Es seien 
P(xyz) und Pi (x^yi^i) die Fusspunkte des gemeinsamen Lotes 
auf l und l^. Also zunächst: 
y = ax-\-bj z = cx + d; yt = «1^^1+61; ^1 = (h.Xi + ^. 12) 

Da PPi auf l und ?i senkrecht steht, so : 

(^ — ^1) + Ö^ — yi) • a + (^ — ^1) • c = 
{x — Xi) + (t/ — y{) . «1+ (5 — ^1) . Ci= 

Setzt man hier für y, ^i, ^s^, -2^1 ihre Ausdrücke 12) durch x 
und iCi ein, so entstehen zwei Gleichungen ersten Grades mit 
X und x^ als Unbekannten, aus denen diese zu berechnen sind. 
Das Einsetzen ihrer Werthe in y, y^^ ^, z^ kann man sich 
aber ersparen, da aus den beiden letzten Gleichungen y — y^ 
und z — Zi durch x — x^ ausgedrückt werden können, worauf 
die Formel: 

A = yix - x,y +~(^ — y^Y + {^—^x? 
das Lot als Produkt von {x — x^ mit einem von a, öj, c, q 
abhängenden Faktor darstellt. Diese Methode ist etwas müh- 
samer, liefert dafür aber nicht bloss die Länge von J, 
sondern auch die Koordinaten der Fusspunkte von A, Will 
man letztere umgehen, so bilde man aus 12) die Kombination: 
{x—x^){a(^ — ca^)+{y—y{){c—c^) + {z—z^)(a^ — a) 

— e — 61 — adi — da^-^hc^ -\-cb^-={) 14) 

und berechne aus 14) und 13): 

x — x^, y — y^, z — z^. 

Bemerkung. Irgend zwei Punkte Pi und Pg im Räume 
haben stets einen Mittelpunkt M und wechseln ihre Lage 
durch eine halbe Umdrehung um M oder besser um eine durch 
M gehende, zu P1P2 senkrechte Gerade. Irgend zwei Ebenen 
jBi und E^ im Räume haben zwei auf einander senkrechte 
Winkelhalbirungsebenen, zu deren jeder sie symmetrisch 
liegen. Sie vertauschen ihre Lage nach einer halben Um- 
drehung um eine in einer dieser Mittelebenen gelegene zur 
Schnittlinie senkrechte Achse, wenn sie dabei mit der Achse 
starr" verbunden bleiben.*) Irgend zwei (windschiefe) Gerade 

*) Nur wenn E^ J_ E^^ genügt hierzu auch eine Viertelumdrehung 
um die Schnittlinie. 
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l^ und I2 haben eine Mittelebene, nämlich diejenige Ebene, 
welche zu li und l^ parallel ist und mitten zwischen den 
beiden parallelen Ebenen liegt, von denen die eine durch Zj, 
die andere durch üg geht. Sie geht durch die Mitte M des 
kürzesten Abstandes. Zieht man durch M die Parallelen zu 
l^ und Zgj so kann man in gewissem Sinne die beiden Winkel- 
halbirenden dieser Parallelen als zwei Symmetrieachsen von 
Zi und I2 einführen. Die dritte wäre der nach beiden Seiten 
unbegrenzt verlängerte kürzeste Abstand. Durch eine halbe 
Umdrehung um eine der beiden erstgenannten Symmetrieachsen 
vertauschen Zi und l^ ihre Lage im Räume. Also: 

Im Räume kann man durch Verschieben und Drehen eines 
starren Systems (durch Kongruenz) stets bewirken, dass irgend 
zwei Punkte P^ und Pg oder irgend zwei Ebenen E^ und JE^ 
oder irgend zwei Gerade Zi und ^ ihre Lage zu einander ver- 
täuschen.*) 

Hieraus folgt: Wenn zwei Punktpaare (PPi) und (JP'PiO 
die Eigenschaft haben, dass man durch Kongruenz P mit P* 
und Pi mit P^* zur Deckung bringen kann, so kann man durch 
Kongruenz auch P mit P^' und Pj mit P* zur Deckung 
bringen. Ein Gleiches gilt für zwei Ebenenpaare und für 
zwei Linienpaare. 

Für zwei Punktpaare genügt offenbar, dass der Abstand 
in einem Paar = dem Abstand im anderen sei. Für zwei 
Ebenenpaare ist der Abstand durch den (oder vielmehr die) 
Winkel zwischen den Ebenen eines Paares zu ersetzen. Für 
zwei Linienpaare aber muss sowohl der Winkel (p als auch 
der kürzeste Abstand A für das eine Paar denselben Werth 
haben wie für das andere Paar, da (p und J durch keine 
Kongruenz geändert werden können. Aber selbst dann kann 
«s unmöglich sein, zwei solche Paare zur Deckung zu bringen^ 
weil dazu noch gehört, dass beide Paare „linksgängig" 
oder beide „rechtsgängig" seien.**) 



*) In der Ebene gilt der Satz nicht. Man kann durch Verschieben 
und Drehen i n der Ebene irgend zwei Grerade / und l^ nur ihre Lage ver- 
tauschen lassen, wenn sie senkrecht aufeinander stehen, oder parallel sind. 

**) Wenn aber zwei Gerade sich schneiden, oder parallel sind, oder 
auch senkrecht aufeinander stehen (ohne sich zu schneiden), kann dieser 
Begriff nicht angewendet werden. 
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Um zu erklären, was hiermit gemeint ist, stelle man sich 
«in Linienpaar (Z, l^) vor, beschreibe um l als Achse mit dem 
kürzesten Abstand A als Radius den Cylinder, der also li im 
Fusspunkt des kürzesten Abstandes berührt und wickele nun 
Zi durch Rollen der Berührungsebene auf den Cylinder ab. 
Dann wird aus l^ eine Schraubenlinie (§ 6) und wenn diese 
linksgängig — rechtsgängig — ist, soll auch li zu l und 
was nach dem Vorangegangenen dasselbe ist, l zu l^ links- 
gängig — rechtsgängig — heissen *) 

Aufgabe VIII. Gegeben l(ajb,c,d). Es ist zu ermitteln, 
wann sie zur x- oder y- oder ;ef-Achse links-, wann rechts- 
gängig ist. 

Lösung: Es seien PoC^o^o^o)? ^1(^12/1^1) zwei Punkte auf?. 
Dann ist yo^^ — 0oyi = dem doppelten Inhalt der Projektion 
des Dreieckes OPqPi auf die ^-e^-Ebene mit dem Zeichen + 
oder — , je nachdem sein ümlaufssinn von der -|- a;-Achse aus 
betrachtet positiv oder negativ ist. Ferner ist x^ — Xq der 
Höhenunterschied auf der zugehörigen Schraube um die 
ic-Achse. Daher ist l zur ic-Achse links- oder rechtsgängig, 
je nachdem die beiden Ausdrücke: 

^0^1 — ^oyi und x^ — Xo 
entgegengesetzte oder gleiche Zeichen haben. Also nach 3)^ 
je nachdem e = bc — ad negativ oder positiv ist. In gleicher 
Weise findet man für die y- Achse links- oder rechtsgängig, je 
nachdem a^d negativ oder positiv und für die ;2r- Achse, je 
nachdem 6 • c positiv oder negativ ist. 

Aufgabe IX. Gegeben zwei Gerade l (a, &, c, d), ?i(ai, 61, 
Ci, dj). Zu ermitteln, wann sie zu einander linksgängig, wann 
rechtsgängig sind. 

Lösung (skizzirt): Es sei aßy eine der beiden entgegen- 
gesetzten Richtungen von l, xyz ein Punkt P auf ?, desgl. 
«lA^i ^^^ ^i2/A für li. Dann ist für den Winkel 99 zwischen 
den Eichtungen: 

a) cos 9? = cos a cos a^ -f- cos ß cos ß^ + cos y cos y^. 

Es sei a^ß2y2 die Lotrichtung und zwar so, dass die 
Drehung der ersten zur zweiten Richtung um den concaven 
Winkel 9? im entgegengesetzten Sinne zur Uhr erscheint, so 
dass nach 20) § 1: 

*) Seite 117 Fig. 14 z.B. sind Achse und Strahl zu einander rechtsgängig- 
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cos a, = COS ^ COS yi- COS y COS/;, 

+ sin 9? 

u. s. w. Die Projektion von PP^ auf die Lotriclitung ist = 

c) (^1 — iz^) • cos 02 -|- (yi — «/)*cos/82 + (i8ri — Je?).cosy2• 
Andererseits ist sie = + Aj wenn .d der kürzeste Abstand 
Ton l und ?i. Sie ist positiv, wenn PP^ mit aa^a^a einen 
spitzen — , negativ, wenn einen stumpfen Winkel tp bildet. Nun 
ist die Lage linksgängig, wenn (p und \p beide spitz oder 
beide stumpf, rechtsgängig, wenn der eine spitz, der andere 
stumpf Setzt man daher b) in c) ein und berücksichtigt die 
Formeln 3a) so folgt zunächst: 

links- oder rechtsgängig, je nachdem: 
l + aai + cc^ und (^^i — x)(ac^ — ca^) + (y^ — y) (c — Ci) + 

(^1 — ^) (% — a), 
gleiche oder ungleiche Vorzeichen; oder endlich nach Be- 
nutzung von 1) und 1 a), oder auch 14) : 
links- oder rechtsgängig, je nachdem: 
1 4" ö^% + <^^i ^lid 6 + ^1 + ad^ + etoi — hc^ — cb^ 15) 
ungleiche oder gleiche Vorzeichen. 

Lässt man zur Kontrole l^ mit der a:-Achse zusammen- 
fallen, so wird a^ = h^ = c^ = d^ = und man kommt auf 
das Kriterium von Aufgabe VIII zurück. 

Aufgabe X. Gegeben zwei Gerade: l^ {cij>^(\dx\ l^ {(hb^c^d^), 
welche sich schneiden. Sie bestimmen dann ein Strahlen- 
büschel. Es sollen die Koordinaten einer beliebigen Geraden l 
dieses Strahlenbüschels gefunden werden. 

Lösung: Da die beiden Geraden sich schneiden, muss zu- 
nächst nach 10a) die Bedingung: 

% + ^ + %ö^ + öfi^a — &i^ — Cjjg = 
erfüllt sein. Es seien ^rjC der Schnittpunkt; a, h, c, d die 
Koordinaten von Z; xy^ ein Punkt P auf /, x^^y^^i ein Punkt 
Pi auf li und ^2^/2^2 ^iü Punkt P2 auf l^- 
Dann ist nach 3): 

^_ y — y ^ _ yi — v ^ _ y2 —v 

^ — f .% — f ^2 — f 

Man kann P, Pi, P^ unbeschadet der Allgemeinheit auf 
einer geraden Linie liegend annehmen und dann nach 8) § 2 
ansetzen : 
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a;^ — ^2 yi — ^Vi , _ ^1 — Ai^z 

"^^ 1_A ' y— l_A'^— l_A- 

Daher: 

{yi — Xy^) — ri{l — i) ^ (yi — iy) — A (yg — ^) 

(x^ — hc^) — f (1— A) (:ri — f) _ Ate — f) 

_ Ol te — f ) — Aag (^2 — ^) 

(^1 — f) — Ate — I) 
oder noch einfacher: 

1+A 

wenn nunmehr *r^-^ — zl^ durch A ersetzt wird. 

(^1 — f ) 

Dieselben Umformungen kann man in den Ausdrücken für 

6, c, d und (c) machen. Daher: 

Wenn zwei Gerade 1^ und \ sich schneiden, so 
wird durch die Formeln: 

ai_-f-_Aa2 , _ fti + ^2 ^ _ gj + A^ 
1 + A ' ''■^ 1 + A ' "^^ 1 + A ' 16) 

das ganze, durch 2^ und \ mitbestimmte Strahlen- 
büschel dargestellt. 

Die Ausdrücke 16) sind durchaus analog zu den Aus- 
drücken 8) § 2 far die Koordinaten der Punkte einer Punkt- 
reihe und 7) § 8 für die Koordinaten der Ebenen eines 
Ebenenbüschels. Sie gelten aber hier nur bedingungs- 
weise, nämlich nur, wenn l^ und \ sich schneiden, also auch 
in einer Ebene liegen. In der.That fuhrt die Bedingung 2 a) 
nach Einsetzen von 16) formell zu einer quadratischen Glei- 
chung für X, Da aber diese Bedingung jedenfalls für l^ und 
Zg erfüllt ist, so verschwinden die Constante und der Koefficient 
von A^. Sie reducirt sich auf: 

[^ + «8 + (»1^2 + ^«2) — (^1^2 + C1&2)] • A = 0. 

Sia hat daher nur die beiden Wurzeln A = 0, >15= 00, den 
Linien Ix und I2 entsprechend; es sei denn, dass der Faktor 
von A verschwinde und die Bedingung zur Identität werde, 
d. h. dass l^ und l^ sich schneiden. 
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Uebnngsanfgaben« 

1. Eine Gerade / geht durch den Punkt P(-Hl, +2, —3) und 
schneidet die beiden Geraden ?i und l^: 

li:y = 2x + S, x = — bx + 1. 

h' y = 2^ — 3, X = — o; + 7. 

Es sind die Koordinaten von l zu bestimmen. 

2. Eine Gerade rotirt um die a;-Achse. Ihre Koordinaten a, 6, c, d 
sind als Funktionen des Drehwinkels cp zu bestimmen. 

3. Welche Bedingung muss zwischen den Koordinaten a, Ä, c, d (und e) 
einer Geraden l erfüllt sein, wenn ihr Schnittpunkt mit der yx-Ehene in 
der Mitte zwischen den Schnittpunkten mit der xoo- und der ajy-Ebene 
liegen soll. 

4. Durch eine Gerade l sind vier Ebenen gelegt worden, die erste 
_L auf xy-j die zweite _L auf axt-, die dritte J_ auf y«-Ebene, die vierte 
durch den Anfangspunkt. Welche Bedingung muss zwischen ihren Koor- 
dinaten a, b, c, d (und e) erfüllt sein, damit die erste und zweite Ebene 
durch die dritte und vierte harmonisch getrennt sind. 



§ 10. 

Die sechs Flüeker'schen homogenen Koordinaten der 

geraden Linie. Linien- oder Strahlenkomplexe. 

Wenn man, wie im vorigen §, die Gerade l durch zwei 
ihrer Projektionen 

y = ax -{-by = ex -{- d 

bestimmt und demzufolge a, 6, c, d als ihre vier „Koordinaten" 
einführt, so muss eine gewisse Unsymmetrie mit in Kauf ge- 
nommen werden, welche der Uebersichtlichkeit der erzielten 
Formeln Abbruch thut und ausserdem den Uebelstand mit 
sich bringt, dass ein Versagen eintritt, wenn l auf der a;-Ächse 
senkrecht steht, weil dann a, 6, c, d unendlich oder unbestimmt 
werden, wie unmittelbar aus ihrer Deutung nach § 9 hervor- 
geht Man kann dann die dritte Projektion hinzuziehen, was 
ja auch schon so wie so durch Einführung der „fünften" 
Koordinate e geschehen ist, um den Mangel an Symmetrie 
nicht so fühlbar zu machen. Diese Erwägungen haben den 
Mathematiker Plücker veranlasst, in einem grossen Werke 
„Neue Geometrie des Baumes, gegründet auf die Betrachtung 
der geraden Linie als Eaumelement", ein anderes, völlig 
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symmetrisches System von Linienkoordinaten auf- 
zustellen, das hier um so eher erläutert werden muss, als es 
auf das innigste mit dem folgenschwersten Begriff der Mechanik 
zusammenhängt, mit dem Begriff der Kraft. 

Es sei (Fig. 13) Po(a:oyo^o) der Angriffspunkt einer Kraft 
PqPi = K, die als Länge in der Kraftrichtung aßy aufgetragen 
wird, so dass etwa Längeneinheit und Krafteinheit sich ent- 
sprechen. Po und Pi bestimmen die Grösse von K durch 
die Formel: 

R = y(oc, - a:X + (Vi - Vo? + (^i - ^o)'- 

Man pflegt K bei 
analytischer Behandlung 
der Mechanik in ihre 
drei Komponenten 
X, Yf Z nach den 
Achsenrichtungen zu zer- 
legen. Es wird: 

Jl = X^ — Xq^ 

Y=yi — yo, 1) 

Z = 01— 00, 
(in der Figur alle drei 
negativ). Daher: 

und 

cos Y = ^' 2) 




Fig. 13. 



cos a = -^, cos ß = -w. 

Sehr häufig werden aber auch noch die „Drehungs- 
momente Zif Mf N der Kraft K in Bezug auf die Koordi- 
natenachsen gebraucht.*) Sie lassen sich sofort nach dem 
Satz ermitteln, dass das Moment einer Kraft in Bezug auf 
irgend eine Achse stets gleich der algebraischen Summe der 
Momente der Komponenten in Bezug auf dieselbe Achse ist. 

Wenn noch das Uebereinkommen getroffen ist, dass das 
Moment einer Kraft in Bezug auf die x-^ die y- und die 
;2f-Achse positiv oder negativ gesetzt wird, je nachdem es im 

*) Drehungsmoment einer Kraft in Bezug auf eine Achse ist = dem 
Produkt aus der Kraft, dem kürzesten Abstand zwischen Kraftlinie und 
Achse und dem sinus des von ihnen gebildeten Winkels. 
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Sinne der Drehung der + y- nach der + z-, der + ^" ^^^^ 
der -}- ^- und der -f- x- nach der + y- Achse um 90 ® oder 
im entgegengesetzten Sinne in Anschlag kommt, so folgt: 
Moment von -X in Bezug auf ic- Achse = 
Moment von Y in Bezug auf iC-Achse = — z^T 
Moment von Z in Bezug auf a;- Achse = + Vo^- 
Daher Moment L von K in Bezug auf a;- Achse = + Vo^ 
— ZqY. Ganz ebenso leitet man M und N ab, also: 

L = y,Z—SoY, M=ZoX — XoZ, N=x^Y—yoX 8) 
oder auch nach Einsetzen von 1): 

i = yo^i— ^0^1, ilf=^o^i— iPo^i, N=XQy^—yf^^. 4) 



X, Y, Z, L, M, N 5) 

also die drei Komponenten und die drei Drehungsmomente 
von K werden auch die Koordinaten der Kraft genannt. 
Sie sind aber nicht von einander unabhängig, sondern durch 
die für die Mechanik so wichtige Identität: 

X*Z^ Y*M+Z^N^O 6) 

miteinander verbunden. (Siehe 4) § 8). 

Wenn eine Kraft an einem absolut starren Körper angreift, 
so kann man sie bekanntlich in ihrer eigenen Richtung 
beliebig verschieben, ohne ihre Wirkung im geringsten zu 
ändern. Es bleiben aber dann auch die Komponenten und 
Drehungsmomente so, wie sie waren. Setzt man jedoch in 
derselben Kraftlinie eine gleich grosse, aber entgegengesetzt 
gerichtete Kraft voraus, so wechseln die Koordinaten 5) ihre 
Vorzeichen. Wird dagegen die Kraft vergrössert oder ver- 
kleinert, so vergrössern und verkleinern sich die Koordinaten 
in demselben Verhältniss. 

Sieht man nun von dem der Mechanik entnommenen Be- 
griff der Kraft ab, so bleibt nur eine Länge K = PqPi 
zwischen zwei beliebigen Punkten einer Geraden l, X^ Y, Z 
werden die Projektionen dieser Länge auf die Koordi- 
natenachsen, i, M^ N aber das Doppelte der Projektionen 
des Dreiecks OPqPi auf die Koordinatenebenen. Dann be- 
zeichnet man nach Plücker die sechs Grössen 5) als 
Koordinaten von l, mit dem ausdrücklichen und hier ein 
für allemal betonten Vorbehalt, dass es wesentlich nur auf 
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ihre Verhältnisse ankommt^ da man eben K beliebig ver- 
grössern und verkleinern und auch die Richtung von K 
wechseln kann. 

Diese Plücker'schen Linienkoordinaten sind vollkommen 
symmetrisch und das ist ihr grosser Vorzug. Freilich hat 
man nun ihrer sechs, statt früher nur vier und das ist wieder 
ein Nachtheil, der aber bei weitem nicht den Vorzug aufhebt. 
Man muss immer die Identität 6) im Auge behalten, vermittelst 
welcher eine Koordinate eliminirt werden kann. Da aber 
ausserdem nur die Verhältnisse der Koordinaten in Betracht 
kommen, so bleiben zuletzt doch nur vier von einander unab- 
hängige Bestimmungen für die Lage der Geraden im Raum, 
ganz wie in § 9. 

Man kann der aus 2) folgenden Proportion für die Richtung 

von l: 

cosa : cos ß : cosy = X : T : Z 7) 

eine andere für die Richtung der Normale auf die durch l 

und den Anfangspunkt gehende Ebene zur Seite stellen, 
nämlich : 

cos A : cos/^ : cos r = i : ilf : ^ 8) 

wo A, /i, V die Richtungscosinus dieser Normalen sind. (Denn 
L, M, N verhalten sich wie die Projektionen eines in dieser 
Ebene liegenden Dreiecks auf die Koordinatenebenen und 
letztere verhalten sich wie diese Richtungscosinus). Die 
Identität 6) geht daher in die Bedingung über: 

cos a • cos A -j- cos /8 • cos /i + ^^s y • cos i' = 0, 
d. h. l soll auf der Normalen senkrecht stehen, wie in der 
That der Fall. 

Ist eine der Koordinaten X oder Y oder Z = 0, so steht 
l auf der zugehörigen Koordinatenachse senkrecht. Ist da- 
gegen X oder M oder JST = 0, so schneidet l die entsprechende 
Achse. Ist l parallel zur i?- Achse, so werden X = jr= JV= 0, 
parallel zur a;- Achse, so Y= Z= i = 0, parallel zur y- Achse, 
so Z = X = Jlf = 0. Geht l durch den Anfangspunkt, so 
i = ilf = JV = 0. Entfernt sich l unbegrenzt weit, so werden 
die Drehungsmomente unendlich gross, falls man den Kräfte- 
komponenten endliche Werthe giebt, oder letztere unendlich 
klein, falls die Drehungsmomente endlich bleiben, d. h.: wenn 
X= 0, Y= 0, Z= 0, so ist l unendlich fern (liegt in der 
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unendlich fernen Ebene).*) Ist X = 0, M =0, N=0 oder 
T= 0, N= 0, i= oder Z = 0, i == 0, M= 0, so liegt 
l in der yz-, der ^x-, der xy-Ebene. Sind alle Koordinaten = 0, 
ausser X oder Y oder Z, so fällt Z mit einer Koordinaten- 
achse zusammen. Ist aber nur i oder nur M oder nur N 
von null verschieden, so fällt l mit der Schnittlinie einer 
Koordinatenebene und der unendlich fernen Ebene zusammen. 
Man sieht also, wie die Koordinaten der geraden Linie auf 
das innigste mit dem Koordinatentetraeder, bestehend aus den 
Koordinatenebenen und der unendlich fernen Ebene, mit den 
Flächen, Ecken und Kanten desselben zusammenhängen. 



Da in 3) der Punkt Pq ein beliebiger Punkt der Ge- 
raden werden kann, so stellen die Gleichungen: 

yZ—0T—Z=O, 0X—xZ—M = O, xY—yX—N= 9) 

ohne weiteres die drei Projektionen von l auf die ye-^ die 
zx' und die ipy-Ebene vor, wenn x, y, z dAB „laufend" an- 
gesehen werden. 

Aus ihnen folgt noch die Ebene durch l und den Anfangs- 
punkt : 

xL'{'yM'\'zN=0. 9a) 

Entwickelt man aus den beiden letzten Gleichungen 9) 
y und z^ also: 

_ r N _ ^ _L^ 

y—^x~x' ^ ~ "^i + X 

so fällt man wieder auf die Gleichungen 1) des vorigen § 
zurück und kann nun von den neuen Plücker'schen zu 
den alten Koordinaten übergehen. Es wird demnach: 

Wie nicht anders zu erwarten, zeigen diese Ausdrücke 
für a, b, c, d keine Symmetrie. Denn erstens sind die 
Verhältnisse der anderen Koordinaten zu X theils mit posi- 
tiven, theils mit negativen Vorzeichen gebildet und zweitens 
ist die Koordinate L überhaupt nicht benutzt worden. Diese 



*) Dies entspricht dem Kräftepaar von Poinsot, als Grenzfall einer 
Blraft, die sich immer weiter entfernt und dabei immer kleiner wird, 
während ihre Drehungsmomente endlich bleiben. 
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erscheint vielmehr erst bei der Transformation der über- 
zähligen Grösse e. ' 

e = bc — ad = y^~~~^ ^^^^ ^^^^ ^) ' 

jr 

Die Kichtigkeit von 10) und 10 a) geht übrigens auch 
sofort aus 3) § 9 und den Ausdrücken 1) und 4) hervor. 

Letztere geben die Plücker'schen Koordinaten von l ver- 
mittelst zweier auf ihr liegender Punkte Pof^o^o^o>) ^^d 
^1 (^iVi^i)' Sind statt dieser aber irgend zwei durch l 
gehende Ebenen Eq (uqVqIVq) und E^ (uiv^w^) gegeben, so ziehe 
man die Ausdrücke 4) § 9 zu Rathe und gehe dann nach 
10) und 10 a) zu den Plücker'schen Koordinaten über. Man 

findet dann: 

X : r : Z : Z : M : N = 11) 

^0^1 — ^^0^*1 • ^0% — UqWj^ : UqV^ — VqU^ : u^ — % • ^i — ^o - % — ^o? 

SO dass die sechs Ausdrücke rechts sofort als die sechs 

Koordinaten von l angesehen werden können. 

Nach Einführung der Plücker'schen Koordinaten erhalten 
die*Hauptformeln des vorigen § die folgende durchaus sym- 
metrische Gestalt: 

Der Abstand A irgend eines Punktes P{x, y, z) von irgend 
einer Geraden l (X, T, Z, L, M^ N): 

_ '\(yZ^zY—Ly+ {z X—xZ—M)'' + {xY—yX—N)^ 

~ |/X2 + Y^'+ Z2 12) 

Der Winkel (p zwischen zwei Geraden l und l-^ wird durch 
die Formel gegeben: 

XX^ + YY^ + ZZ^ ^^v 

cos cp = -, ,- --":= 1/ . — . 13) 

yX^-\-Y^ + Z^^ }Xi^+Y^^ + Z^^ 

Der kürzeste Abstand A zwischen zwei Geraden l und lii 
A = -J^'^ Y3I,-^_ZN , + X , L + Y,M+ Z,N 

"Fe rZi— zrj^ -f {z'x^—xz^y + (xii — yx^y ^ 

Die Bedingung, dass zwei Gerade l und l^ sich schneiden: 

= Xii + 17lZi+ZJVi + Xii+ TiiMT+ZiJV; 14a) 

Wenn diese Bedingung für zwei Gerade l^ und ^ erfüllt 
ist, so geben die Formeln: 
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JT = Xi -j- 2.2^2, Y= Yi + iY^j Z = Zi -\- XZ^ ^ j.v 
X = A + Aig, M = My^ + Ailfg, JXr= JVi + XN^ ^ 
alle Strahlen des durch l^ und ^ bestimmten Strahlen- 
büschels. 

Transformation der Plücker'schen Koordinaten, 
Wird das gegebene Koordinatensystem mit einem anderen 
vertauscht, so müssen sich die Linienkoordinaten ändern, wie 
die Punktkoordinaten (15) § 3) und die Ebenenkoordinaten 
(15) § 7). Um die diesen Formeln entsprechenden Trans- 
formationen der Plücker'schen Koordinaten abzuleiten, setze 
man in 15) § 3 irgend zwei Punkte Po(a:oyo^o) und PiC^^i^i^i) 
ein, bezeichne die Koordinaten derselben Punkte nach der 
Transformation mit a;'o, 3/o?^'o; ^'i> y'i> ^'i> bilde dann, gemäss 
den Formeln 1) und 4) zunächst die Koordinaten XYZLMN 
im alten Koordinatensystem und suche endlich durch Um- 
formung die Kordinaten X'YZ'Jj'3I'N* einzuführen. 

Die Komponenten machen gar keine Mühe. Man findet auf 

der Stelle: 

X = a^X' + «2 Y' + agZ' 

Y = \X' + 62 r' 4- hZ' 16) 

Z = c^X* -^c^Y + c^Z'. 
Mehr Eechnung erfordern die Drehungsmomente. Es ist: 
i = yo^i —^0^1 = (6 + fci^ + i2y'o + h^'o) (c+ CiX\+C2y\+ Cg^'i) 
— (6 + biX\ + i^y^i + h^\) (c + ^i^'o + C2y'o + ^-8^ o)- 
Nach Auflösen der Klammern entstehen 32 Glieder, von 
denen 8 sich gegenseitig aufheben. Die übrigen 24 lassen 
sich folgendermassen zusammenziehen: 
i = {x\— x'o) (hc^— c6i) + {y\—y'o) (f>C2— cb^) + {3\—z'o) {bc^—cb^} 

+ i^'oy'i—y'o^'i) (Pa — <^A)' 

Wie man sieht, sind in dieser Formel rechts die Koordinaten 
von Po und P^ auch im neuen System zu Linienkoordinaten 
der durch sie gehenden Geraden zusammengefügt. Benutzt 
man noch die Formeln 6) § 3 zur Vereinfachung und trans- 
formirt in derselben Weise M und JSf, so entsteht die andere 
Hälfte der Transformationsformeln: 16a) 

J0=€^Z'-\-a^M'+a^N'+(b(^--€b^)X*+{bc^-cb2)^^ 
M=biIj'-\-b2M'+ 68JV^'4-(^i— «^)-X:'+(oa2-<*^2) Y''\'{ca^—ac^)Z^ 
N=c^L'+c^M'-\^c^N''\'{ab^-~^^)X+(ab^-^ 
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Also auch die Transformationen der Linienkoordi- 
naten sind linear, wie diejenigen der Punkt- und der 
Ebenenkoordinaten, üebrigens findet man aus 16) und 16 a) 
nach einigen Reduktionen die Formel: 

XL + YM +.ZN= XU + Y'M' + Z'N' 
wie nicht anders zu erwarten war, da die Identität 6) ohne 
jede Voraussetzung über das gewählte Koordinatensystem gilt 
und sich daher in unveränderter Form transformiren muss. 

Haben beide Koordinatensysteme denselben Anfangspunkt, 
d. h. ist a = 6 = c = 0, so verschwinden in 16 a) die Koeffl- 
cienten der Komponenten. Es transformiren sich also die 
Komponenten unter sich und die Drehungsmomente auch unter 
sich. Bleiben die Achsen parallel, sind also «^ = 6^ = Cg = 1 
und a2 = flg = 6i = 63 = q = Cg = 0, so wird sehr einfach : 

X=X', Y=Ij\ Z=Z' 
L = Z' + bZ' — cY\ M= M' + cX' — aZ'j 16b) 



Gleichungen in Linienkoordinaten. Linienkom- 
plexe. In § 4 ist ausführlich erläutert worden, dass eine 
Gleichung in Punktkoordinaten: 

im allgemeinen eine Fläche darstellt, insofern alle Punkte, 
welche diese Gleichung erfüllen, auf dieser Fläche liegen. 
Dann ist in § 7 darauf hingewiesen worden, dass auch 
eine Gleichung in Ebenenkoordinaten: 

F(u, v,w) = 
sich auf eine Fläche bezieht, insofern sie von allen 
Ebenen, welche diese Gleichung erfüllen, berührt wird. 

Was aber für ein Gebilde hat man an einer Gleichung in 
Linienkoordinaten? 

F(X, Y, Z, i, M, N) = 0. 17) 

Zur Beantwortung dieser Frage beachte man zunächst^ 
dass eine solche Gleichung nur einen Sinn haben kann, wenn 
sie homogen ist, da es eben nur auf die Verhältnisse der 
Koordinaten ankommt und dass auch von vornherein die 
Identität 6) mitzunehmen ist, so dass, wenn nöthig, immer 
eine Koordinate entfernt werden kann. 
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Die Gleichung 17) ist nichts mehr und nichts weniger als 
der analytische Ausdruck für die Gesammtheit derjenigen 
Geraden, deren Koordinaten diese Gleichung erfüllen. Da die 
Gesammtheit aller Geraden überhaupt eine vierfach unendliche 
Mannigfaltigkeit bildet (siehe § 9), so wird durch das Setzen 
einer einzigen Gleichung, also einer und nur einer Bedingung, 
eine Auswahl getroffen werden, die noch eine dreifach unend- 
liche Mannigfaltigkeit in sich birgt. 

Nun bilden offenbar sämmtliche Tangenten an irgend 
eine Fläche eine derartige Mannigfaltigkeit, da jede Fläche 
eine doppelt unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten enthält 
und in jedem Punkt einfach unendlich viele Linien die Fläche 
berühren, Linien, die alle in der Berührungsebene liegen und 
demnach ein Strahlenbüschel zusammensetzen. Sollte also 
etwa im allgemeinen eine Gleichung 17) auch eine Fläche 
darstellen, insofern 17) von allen Geraden erfüllt wird, welche 
dieselbe berühren? 

Diese Vermuthung liegt nahe und lässt sich leicht genug 
durch Beispiele, in denen sie zutrifft, stützen. So betrachte 
man in der Formel 12) für den Abstand A eines Punktes xy0 
von einer Geraden diesen Punkt und auch A als gegeben. 
Nach Fortschaffung der Wurzeln und des Nenners entsteht 
dann eine Gleichung zweiten Grades von der Form 17), welche 
hiernach die Gesammtheit aller Geraden vorstellt, welche von 
einem gegebenen Punkt einen gegebenen Abstand haben und 
also identisch ist mit der Gesammtheit aller Tangenten an 
eine Kugel um den gegebenen Punkt als Mittelpunkt und mit 
dem gegebenen Abstand A als Radius. Oder man sehe in der 
Formel 14) für den Abstand A zweier Geraden l und ^ die 
eine Gerade Z^ und den Abstand A als gegeben an, so ent- 
steht ebenfalls nach Fortschaffen der Wurzel und des Nenners 
für l eine Gleichung zweiten Grades von der Form 17), die 
hiernach die Gesammtheit aller Geraden l vorstellt, welche 
von einer gegebenen Geraden l^ einen gegebenen kürzesten 
Abstand haben und also identisch ist mit der Gesammtheit 
aller Tangenten an einen Kreiscylinder um l^ als Achse, 
dessen Radius = A ist. 

Die geäusserte Vermuthung hat auch insofern etwas be- 
strickendes, als sie dem grossen Prinzip der Dualität zwischen 
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Punkt und Ebene durchaus Rechnung trägt, da eine Tangente 
an eine Fläche ebenso gut als Verbindungslinie zweier be- 
nachbarter Punkte der Fläche, wie auch als Schnittlinie 
zweier benachbarter Berührungsebenen angesehen werden kann. 
Auch ist die Umkehrung unzweifelhaft richtig, da man unter 
allen Umständen die Bedingung, dass eine Gerade eine ge- 
gebene Fläche berühre, durch eine Gleichung zwischen ihren 
Koordinaten wird ausdrücken können. 

Und dennoch ist die Vermuthung im „allgemeinen" falsch 
und triflFt nur im „besonderen" zu! Im allgemeinen vielmehr 
wird durch eine Gleichung von der Form 17) ein Gebilde 
ganz anderer Art bestimmt, das schlechterdings in keiner 
Weise zu irgend einer Fläche in Beziehung gesetzt werden 
kann, sondern einen ganz eigenen geometrischen Cha- 
rakter besitzt. 

Ein einfaches Beispiel wird dies am besten erläutern. 
Man stelle die Bedingung, dass eine Gerade l von zwei ge- 
gebenen Punkten, die man der Einfachheit wegen beide auf 
der ic- Achse und gleichweit vom Mittelpunkt entfernt annehmen 
mag, also von zwei Punkten P^ (+ x, 0, 0), Pg ( — x, 0, 0) 
gleichen Abstand habe. Man drücke dann nach 12) diese 
beiden Abstände aus und setze sie einander gleich. Nach 
Weglassung des gemeinsamen Nenners und des Faktors 2x 
entsteht dann die Gleichung: 

MZ—NY=0,_ 18) 

also eine Gleichung von der Form 17). 

Offenbar ist jede in der yz-Ebene liegende Gerade von 
Pi und Pg gleichweit entfernt. In der That ist für jede 
solche Gerade X = 0, ilf = 0, JV = 0, also die Gleichung 18) 
erfüllt. Dann aber ist auch jede durch den Anfangspunkt 
gehende Gerade von Pi und Pg gleichweit entfernt. Es ist 
dann X = 0, ilf = 0, 1^=0, also die Gleichung auch erfüllt. 
Aber auch jede zur a;- Achse parallele Gerade (Y=0, Z=0) 
ist von Pi und P^ gleichweit entfernt und erfüllt die 
Gleichung. 

Schon aus dieser Aufzählung, die nur einen verschwindend 
kleinen Bruchtheil aller von P^ und Pg gleichweit entfernten 
Geraden umfasst, geht die Unmöglichkeit hervor, dass durch 
die Gleichung MZ — NY=0 eine Mannigfaltigkeit von 
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Geraden bestimmt werde, die alle ein und dieselbe Fläche 
berühren. Dies wird aber noch klarer, wenn man eine be- 
liebige Gerade l dieser Mannigfaltigkeit betrachtet und die 
Bedingung, dass sie von P^ und P^ gleichen Abstand habe, 
durch die leicht abzuleitende Folgerung ersetzt, dass das Lot 
OQ von auf l in der y^sf-Ebenö liegen muss.*) 

Diese zweite Deutung von 18) führt nun zu der folgenden 
Konstruktion: Man bestimme in jeder zur y^-Ehene senk- 
rechten Ebene den Fusspunkt Q des von gefällten Lotes 
und zeichne in ihr das Strahlenbüschel mit Q als Centrum. 
Die Gesammtheit dieser Strahlenbüschel ist dann identisch 
mit der Gesammtheit aller durch 18) bestimmten Geraden. 

Damit ist der Nachweis, dass die Gleichung 18) ein Ge- 
bilde ganz anderer Art darstellt, als sämmtliche Tangenten 
irgend einer Fläche, erschöpfend gefuhrt worden. Und ein 
gleiches gilt im allgemeinen für eine beliebige Gleichung 17), 
wenn auch, wie die früheren Beispiele zeigen, die Identität 
mit den Tangenten einer Fläche als „besonderer" Fall durch- 
aus nicht ausgeschlossen ist. 

Plücker bezeichnet ganz allgemein solche aus geraden 
Linien, die nur einer Bedingung 17) unterstellt sind, bestehenden 
Gebilde als Linienkomplexe oder Strahlenkomplexe, 
deren Eigenschaften seitdem auch von anderen Mathematikern 
vielfach und eingehend untersucht worden sind. 

Die Erlangung einer klaren Einsicht in die wesentlichsten 
geometrischen Eigenthümlichkeiten dieser Gebilde stellt er- 
höhte Ansprüche an die Eaumanschauung gegenüber der ein- 
fachen Vorstellung einer beliebig im Eaume sich ausdehnenden 
Fläche. Man rechnet daher auch die Strahlenkomplexe noch 
nicht so ganz zu den Elementen der Geometrie des Raumes; 
doch spielt wieder die gerade Linie nicht allein in der reinen 
Geometrie, sondern auch in den Anwendungen, so für die 



*) Man fäUe von Pi, P^ und die drei Lote PjOi, P^Q^ und OQ auf 
l und projicire auf eine zu / senkrechte Ebene, so dass Qi, Ö2 ^nd Q 
scheinbar zusammenfallen. Die Längen der drei Lote und ihre Richtungen 
bleiben dabei unverändert. Da P^Qi und Pg öa einander gleich sein sollen und 
Mitte von P^P^ ist, so wird OQ Mittelsenkrechte in dem gleichschenk- 
ligen Dreieck, das P^Qi und P2Q2 in der Projektion büden. Also steht 
OQ auch auf P^Pa senkrecht, und ist der kürzeste Abstand von l und P1P2. 

8 
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Mechanik als Kraftlinie, für die Optik als Lichtstrahl, für die 
zeichnerische Darstellung als Projektionsstrahl eine so hervor- 
ragende Rolle, dass ein Eingehen, wenigstens auf die ein- 
fachsten Komplexe, nämlich diejenigen ersten Grades, geboten 
erscheint; schon in Anbetracht ihrer innigen Beziehungen zu 
den räumlichen Kraftsystemeh, deren Theorie auch in der 
Technik bei Durchrechnung der Beanspruchung an ver- 
wickeiteren Konstruktionen Jahr für Jahr an Bedeutung 
gewinnt. 

Uebnngsaufgaben« 

1. Es sind Kriterien aufzustellen bezüglich linksgängig oder rechts- 
gängig einer Geraden / zu den drei Achsen des Koordinatensystems. Zu 
beweisen, dass keine Gerade zu allen dreien rechtsgängig oder zu allen 
dreien linksgängig sein kann. 

2. Es sind die Bedingungen (Ungleichungen) aufzustellen, welche er- 
füllt sein müssen, damit eine Gerade l einen gegebenen Würfel von der 
Länge 2 a, dessen Kanten zu den Achsen parallel sind und dessen Mittel- 
punkt der Anfangspunkt ist, schneidet. 

3. Ein starrer Körper hat um die a;-Achse eine Schraubenbewegung 
ausgeführt (Drehwinkel = cf, Verschiebung in der Kichtung der a> Achse = h). 
Die beiden Lagen jedes Punktes dieses Körpers zu Anfang und zum Schluss 
der Bewegung sind durch eine Gerade / verbunden. Es soll der Komplex 
dieser Geraden analytisch dargestellt werden. Darauf ist eine Beziehung 
zwischen dem Abstand z/ und dem Winkel gp abzuleiten, welche / mit der 
ic-Achse bilden. 



§ 11. 

Der Strahlenkomplex ersten Grades und das Nnllsystem. 

Vorgelegt sei eine Gleichung eröten Grades: 

in welcher A, B, C, D, -E, F sechs beliebig gegebene Koeffl- 
cienten sein sollen. Wie ist der zugehörige Strahlenkomplex 
beschaffen? Welche Struktur hat er? 

Die Formel 14 a) § 10 für die Bedingung, dass zwei Gerade 
im Räume sich schneiden, führt zu einer Gleichung von der 
Form 1), wenn eine derselben, etwa ?i, als gegeben betrachtet 
wird. Es wird dann nach 14 a) § 10: 

^=ii, B = M^, 0=^1, D = Xu ^= ^ij F=Zi. 2) 
Da aber die sechs Koordinaten einer Geraden unter allen 
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Umständen der Bedingung 6) § 10 genügen müssen, die sich 
hier in die Gleichung: 

AD + BE-^CF=0 3) 

Terwandelt, so folgt: 

Der Strahlenkomplex 1) stellt alle Geraden l dar, 
^velche eine gegebene Gerade l^ schneiden, wenn 
zwischen den Koefficienten die Bedingung 3) besteht. 
Die Koordinaten von l^ werden durch 2) bestimmt. 

In diesem Falle liegt also das Wesen des Strahlen- 
komplexes zu Tage. Die Gleichung 3) wird z. B. erfüllt, 
wenn fünf der Koefficienten = sind. In der That möge 
sich die Gleichung 1) reduciren auf X = 0, so heisst das, 
l soll die a;- Achse schneiden, oder auf X = 0, so muss l auf 
•der a;-Achse senkrecht stehen, d. h. l muss diejenige „unend- 
lich ferne" Gerade schneiden, in welcher alle zur a;-Achse 
senkrechten Ebenen zusammentreflfen. 

Wenn aber die Gleichung 3) nicht erfüllt wird, die sechs 
Koefficienten vielmehr ganz willkürlich angenommen werden? 
Um dann der Sache auf den Grund zu kommen, ist es rath- 
sam, zur Erleichterung der Darstellung die vorgelegte Glei- 
<5hung 1) durch eine Koordinatentransformation auf die ein- 
fachste Form zu bringen, deren sie fähig ist. Behält man 
zunächst den Anfangspunkt bei, setzt also in 16 a) § 10 
■a = 6 = c = 0, so folgt durch Umkehrung : 

Eichtet man es also so ein, dass a^\\\(^-=I>\E\F^ 
so wird durch die Transformation die Summe DIj + EM+ FW 
in ein einziges Glied D'i' zusammengezogen. Daher: 

Man kann durch Drehung um den Anfangspunkt JE^und F 

zum Verschwinden bringen und die Gleichung 1) auf die 

Form : 

AX+BT+ CZ+DZ = la) 

reduciren. Nachdem dies geschehen, verschiebe man den 
Koordinatenanfangspunkt, behalte aber die Achsenrichtungen 
tei. Nach 16b) § 10 wird die neue Gleichung: 

AX* + BY' -f CZ' + D{Z' + hZ' — cT') = 
oder: 

ÄX' + {B — De) Y + {C+ Db)Z* + DL' = 0. 

8* 
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Setzt man daher: 

SO wird eine neue Eeduktion um zwei Glieder erreicht. Sollte 
aber in 1 a) D = sein (oder in 1) D = J5 = jF = 0), dann 
war die erste Transformation überhaupt nicht nöthig und man 
hätte vielmehr so drehen können, dass B und C verschwinden- 
Daher: 

Man kann es stets durch Koordinatentransfor- 
mation dahin bringen, dassJB= C=E=F=0 werden^ 
d. h. dass die Gleichung 1) die einfache Gestalt er- 
hält: 

AX + DJj = 0, oder i = ä . X Ib) 

Es bleibt dann somit nur noch ein Koefficient k = jy 

Tj 

= ^^ übrig, die sogenannte Constante des Komplexes. Sie 

ist, geometrisch gedeutet, eine Länge, da L nach 4) § 10 von 
der zweiten, X nach 1) § 10 von der ersten Dimension in 
Bezug auf Punktkoordinaten wird. 

Die X-Achse heisst „Achse" des Komplexes. Erinnert man 
sich der Deutung der Plücker'schen Koordinaten als Kompo- 
nenten und Drehungsmomente einer Kraft, so giebt die 
Gleichung Ib) folgende einfache Auffassung der linearen 
Komplexe : 

Ein Strahlenkomplex erster Ordnung besteht aus 
allen Geraden, welche, als Kraftlinien genommen, in 
Bezug auf eine und dieselbe Gerade im Raum — die 
sogenannte Achse des Komplexes — ein constantes 
Verhältniss des Drehungsmomentes zur Komponente 
haben. 

Hat die Gleichung des Komplexes einmal die Form lb> 
erhalten, so ändert sich an ihr nichts mehr, wenn man den 
Anfangspunkt auf der Achse verschiebt, ohne Richtungs- 
änderung von ccj y, 8, Denn die Transformation 16b) § lö 
ergiebt dann (da jetzt 6 == c = 0) X = X' und L = U. 
Ebenso ändert sich nichts mehr bei einer Drehung um die 
a;- Achse. Denn da in diesem Falle a = 6 = c == 0, so folgt 
nach 16) und 16 a) § 10 in Verbindung mit 3 a) § 3 
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(aj = Og = 61 = Ci = 0, ai = 1), auch: X = X', Z = Z'. 
Daher : 

Der lineare Strahlenkomplex verträgt jede Ver- 
schiebung längs und jede Drehung um seine Achse. 
Er verträgt also auch jede Schraubenbewegung um diese 
Achse, d. h. der Komplex schraubt sich dabei „in sich selbst'' 
und jeder Strahl desselben bleibt Strahl. 

Dies ist durchaus in üebereinstimmung mit der vorhin 
gegebenen Deutung solcher Komplexe. Sie sind völlig sym- 
metrisch um ihre Achse — gleichsam die Mittellinie des 
Komplexes — , zeigen aber keine Beziehung zu irgend einem 
besonderen Punkt derselben, der etwa als Mittelpunkt des 
Komplexes gelten könnte. 

Wenn ein Strahl des Komplexes irgend eine Schrauben- 
bewegung um die Achse mitmacht, so bleibt er ein Strahl. 
Es bleiben aber auch sein Abstand von der Achse und sein 
Winkel mit ihr unverändert und die Gleichung 1 b) wird wohl 
zuletzt herauskommen auf eine Beziehung zwischen diesem 
Abstand A = QP und diesem Winkel 9? (Fig. 14). 

In der That folgt aus 14) § 10: 

dß, flir die a;-Achse Z^ = Z^ = L^ 
= J/i = JVi = 0. Ferner ergiebt 
sich aus 2) § 10: 

cos<p = ^, - oder hier 



besser : tg 9? = ^ — , 



somit: 



^•tg(p = — , daher nach Ib): 




Fig. 14. 



2) 



Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen .d und 9?. 
Sie erschliesst die Struktur des Komplexes, da mit ihr eine 
rein geometrische Definition desselben gesetzt wird. Um sie 
eindeutig zu machen, bedarf es aber noch eines Ueberein- 
kommens bezüglich der Vorzeichen von A und <p. Wenn X 
positiv genommen wird, so wird nach Ib) i positiv oder 
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jiegativ, je nachdem Ic positiv oder negativ ist. Im erstea 
Falle ist das Drehungsmoment „links", im zweiten „rechts*^ 
herum. Somit sind nach der auf Seite 99 eingeführten Be« 
Zeichnung die Strahlen des Komplexes in Bezug auf seine 
Achse entweder alle rechtsgängig — wenn Ic positiv — oder 
alle linksgängig — wenn k negativ. — Man greife uudl 
irgend einen Strahl des Komplexes heraus und wähle seinen. 
Standpunkt so, dass die Achse „hinter" dem Strahl bleibt und 
ihre Positivrichtung nach „oben" geht. Dann weicht die 
Positivrichtnng der Achse vom Strahl nach links um einem 
spitzen Winkel (p ab, wenn h positiv (Fig.), und nach links um 
einen stumpfen Winkel (p, wenn h negativ ist. Im ersten Falle 
ist also tg (p positiv, im letzteren negativ zu nehmen,* wenn Aj. 
wie wir festsetzen wollen, absolut, also ohne Vorzeichen ge- 
setzt wird. 

Wenn J = 0, so ist nach 2) 99 = 90 ^, d. h. alle Gerade,, 
welche die Achse senkrecht schneiden, gehören dem Komplex 
an. Je grösser A wird, desto kleiner wird 9?. Ist J = i, so 
wird 9!? = 45 ^. Man kann daher die Constante des Komplexen 
auch definiren als den Abstand derjenigen seiner Strahlen von 
der Achse, die mit dieser einen Winkel von ih^ bilden. Wird 
A grösser als Ic, so wird 99 < 45 ® und für lim zl = 00 wird 
lim 9? = 0, d. h. die Eichtung der Strahlen nähert sich immer 
mehr der Eichtung der Achse, je grösser der Abstand. Aber 
Strahlen parallel zur Ach^e giebt es nur in der „unendlichen*^ 
Feme. 

Wenn A = 0, so ist J == oder 99 = 0, d. h. der Komplex 
besteht aus allen Geraden, welche die Achse schneiden oder 
ihr parallel sind (d. h. in der Unendlichkeit schneiden). Der 
zweite Grenzfall h = 00 giebt 99 = 90 <>. Der Komplex be- 
steht dann aus allen zur Achse senkrechten Geraden. Er hat 
somit keine eigentliche Achse mehr, da eine jede zu den 
Strahlen senkrechte Gerade als Achse genommen werden 
kann. 

Wenn nun auch diese eben geführten Untersuchungen die 
geometrische Struktur linearer Strahlenkomplexe wohl der 
unmittelbaren Anschauung zugänglich machen, so wird man 
doch bereüwillig zugeben, dass ^e anderen linearen Gebilde,^ 
also: geradlinige Punktreihe, Ebenenbüschel und Strahlen- 
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bttschel, ebenes System und Bündel ungleich leichter aufgefasst 
werden und klarer, deutlicher vor Augen stehen. Es fehlt 
dem linearen Strahlenkomplex in mancher Hinsicht die Ein- 
fachheit des linearen Charakters und der Grand hiervon ist 
vom analytischen Standpunkt in der Identität 6) § 10 zu 
suchen, welche für die Koordinaten der geraden Linie vom 
zweiten Grade ist. 



Das Nullsystem. Die Beschaffenheit des linearen 
Komplexes wird wesentlich durch seine Beziehungen zu den 
Punkten und Ebenen des Raumes bedingt. 

Welche Strahlen desselben gehen durch einen be- 
liebig gegebenen Punkt im Räume und welche liegen 
in einer beliebig gegebenen Ebene? 

Zur Beantwortung der ersten Frage setze man die Aus- 
drücke 1) und 4) § 10 der Plücker'schen Koordinaten durch 
zwei Punkte Po ui^d P^ der Geraden in Ib) ein. Man 
erhält : 

yo^i — ^0^1 — ^ (^1 — ^0) = 0. ic) 

Diese Gleichung ist für jeden der beiden Punkte Po und 
Pi vom ersten Grade. Nimmt man den einen Po als gegeben 
an, so muss der andere P^ somit in einer Ebene liegen, welche 
durch Po geht, da 1 c) identisch erfüllt wird für x^ = Xq, 
y^ = y^ z^ = Zq. Nun ist aber PoPi ein Strahl des Komplexes, 
also : 

Sämmtliche durch einen gegebenen Punkt P des 
Raumes gehende Strahlen des Komplexes liegen in 
einer Ebene E und bilden daher ein Strahlenbüschel. 

Ganz ebenso würde nach Einsetzen von 11) § 10 zu 
schliessen sein: 

Sämmtliche in einer gegebenen Ebene E liegende 
Strahlen des Komplexes gehen durch einen Punkt P 
und bilden daher ein Strahlenbüschel. 

Beide Sätze sind hier Umkehrungen von einander; sie 
sagen aus, dass alle Strahlen, welche durch einen Punkt 
gehen, auch in einer Ebene liegen und umgekehrt. 

Mit dem linearen Strahlenkomplex ist, wie wir eben ge- 
sehen, innigst verknüpft eine eigenartige reciproke Ver- 
wandtschaft zwischen Punkt und Ebene, das sogenannte 
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„NuUsystem'', mit dem charakteristischen Merkmal, dass jeder 
Punkt anf der ihm zugeordneten Ebene liegt. Lässt man in 
Ic) bei Xq, t/o, isq den Index fort und bezeichnet demzufolge 
Pq einfach mit P, so ist die Gleichung der diesem Punkt P 
entsprechenden Ebene E: 

— Xi • Je -\- y^ • (— e) -{- ^i • y -{- k • X = 0, 
wenn x^, y^, z^ die laufenden Koordinaten sind. 

Hieraus sind die Koordinaten u, v, w dieser Ebene E zu 
entnehmen : 

woraus sofort durch ümkehrung folgt: 

1 hw 'kv -. 

x = , y = , = -\ . 4) 

3) oder 4) sind die Formeln für das Nullsystem, denn 
sie geben zu jedem Punkt P die zugehörige Ebene E (Fig. 14) 
und zu jeder Ebene E den zugehörigen Punkt P Dass aber 
stets P auf E liegt, kann man zum Ueberfluss noch aus dem 
Umstände ersehen, dass der Ausdruck: 

ux -{- vy -\- W0 + 1 
nach Einsetzen von 3) oder 4) identisch gleich Null wird,*) 
wie es sein muss. 

Aus 3) und 4) folgt nach der Definition der Ebenen- 
koordinaten uvw (Seite 76), dass p =^ x. E geht also durch 
den Fusspunkt Q des von P auf die Achse gefällten Lotes. 
E geht also auch durch dieses Lot selbst. Dasselbe ist eben 
auch ein Strahl des Komplexes, wie vorhin gezeigt. 

Zur Bestimmung von E bedarf man also noch eines zweiten 
durch P gehenden Strahles. Hierzu nimmt man wohl am 
besten den auf .dem Lot QP = A senkrechten, dessen Neigung 
9!? gegen die Achse durch 2) bestimmt wird. Da er zur Pro- 
jektion der Achse auf E parallel ist, so ist (p auch der 
Neigungswinkel der Achse gegen E. Daher die folgende 
Konstruktion des Nullsystems (Fig. 14): 

Um zu einem gegebenen Punkt P die zugehörige Ebene E 
zu finden, fälle man das Lot QP = A auf die Achse und lege 



*) Daher der Name „Nullsystem" zur Unterscheidung von den anderen 
reciproken Verwandtschaften, z. B. der polaren (§ 18). 
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durch A eine Ebene E so, dass sie mit der Achse den aus 
2) bestimmten Winkel (p bildet. Dann ist E die zu P zu- 
geordnete Ebene. 

Um zu einer gegebenen Ebene E den zugehörigen Punkt P 
zu finden, ziehe man in E durch den Schnittpunkt Q mit der 
Achse die zu dieser senkrechte Gerade und trage auf letzterer 
von Q aus die nach 2) aus dem Winkel q? zwischen Ebene 
und Achse zu ermittelnde Länge A auf. Der Endpunkt ist 
dann der zu* E zugeordnete Punkt P.*) 

Im besonderen ist hiernach einem Punkt der Achse die 
durch ihn gehende, zur Achse senkrechte Ebene conjugirt. 
Als Grenzfall ergiebt sich hiernach noch, dass der unendlich- 
fernen Ebene entsprechen muss der unendlich ferne Punkt 
der Achse. 

Entsprechende oder conjugirte Gerade des Null- 
systems. Das Nullsystem ist ein besonderer Fall der reci- 
proken Verwandtschaft überhaupt. Beschreibt also der 
Punkt P eine auf einer Geraden l^ liegende Punktreihe, so 
muss E ein Ebenenbtischel beschreiben, d. h. sich um eine 
Gerade l^ drehen. Diese beiden Geraden Zj und Z^ entsprechen 
sich also oder sind zu einander conjugirt. 

So hat daher jede Gerade l^ im Raum ihre conjugirte Ge- 
rade ^2, die durch li bestimmt ist und deren Koordinaten also 
durch diejenigen von ?i ausdrückbar sein müssen. Man findet 
diese Ausdrücke ohne Mühe auf folgendem Wege : 

Es seien P^ (a^, 3/1, ^j) und Pg (x^, y^i ^2) irgend zwei Punkte 
im Räume und jBi (%, v^^, Wj), E^ (u2, ^2, «^2) die ihnen ent- 
sprechenden Ebenen, so dass nach 3): 

^1 = — -:r^ ^i=—-d-,^i = + 



«*a = — — , V2 = — -d-, w« = + 



Xa tCXa KXa 

Pi und Pg liegen auf einer Gerade Zj, der die Schnittlinie 
\ von jEl und E^ entspricht. Die Koordinaten Xi, Y^^ Z^^ 
ii, ilfi, JVi von \ folgen daher nach 1) und 4) § 10, die 
Koordinaten: Xg, Yg, Zg, ig? -^MTg, N^ von ?2 aher nach 11) § 10. 



*) Die in diesen Angaben noch liegende Zweideutigkeit der Kon- 
struktion ist nach den Bemerkungen auf Seite 118 zu heben. 
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Setzt mau in letztere dann die Formeln 4) ein und multiplicirt 
darauf, da es ja doch nur auf die Verhältnisse ankommt, mit 
dem gemeinsamen Nenner Tcx^ • x^^ so wird zuletzt sehr einfach : 

Xa = ^i„ 1^2 = 1^1, ^2 = ^1, i2=*Xi, M^=M^, N^=N^. 5) 

Diese Gleichungen geben zu jeder Geraden l^ die zu- 
gehörige Gerade ig, die im allgemeinen zu i^ windschief ist. 
Denn setzt man nach 14 a) § 10 die Bedingung des Schneidens 
an, so folgt nach 5): 

hX^^ + ^A^ + 2Y,M^ + 2Z,N, = 0, 

oder wenn die Identität 6) § 10 benutzt wird: 

äjX,2-2XiX, + ^Xi2 = 0, 

d.h. (AXi — ii)2 = 0, ii = Z;Xi. 

Dann aber ist l^ ein Strahl des Komplexes. Doch auch 
fiir einen solchen findet kein Schneiden, sondern ein Zu- 
sammenfallen statt. Denn die Bedingung ii = AXi ver- 
wandelt die erste und vierte der Gleichungen 5) in : Xa = Xi, 
ig = i^ und da die vier übrigen Koordinaten von \ und 1^ 
so wie so übereinstimmen, so muss in der That l^ mit l^ 
identisch sein. Also: 

Ein Strahl des Komplexes ist sich selbst con- 
jugirt. Und umgekehrt: Ist eine Gerade sich selbst con- 
jugirt, so ist sie ein Strahl des Komplexes. 

Dieser Sachverhalt ist auch geometrisch sehr leicht zu er- 
klären. Denn wenn man einen Punkt auf einem Strahl l des 
Komplexes laufen lässt, so muss die conjugirte Ebene nach 
der Definition stets durch l hindurchgehen. 

Zwei conjugirte, aber nicht zusammenfallende Gerade l^ 
und 1^ haben eine sehr innige Beziehung zu dem Komplex, die 
sich sofort bei Hinzuziehung irgend einer dritten Geraden ?, 
welche beide schneidet, herausstellt. Denn aus den Be- 
dingungen : 

Xii + iXi + YM^ + MT^ + ZN^ + NZ^ = 
Xi^ + XXa 4- Klfg + MT2 + ZÄTj 4- ^^2 = 
folgt nach 5) sofort durch Subtraction: 

x(i, - A) + i(x, - xo = 0, 

oder, wenn auch noch Xg und ig aus 5) eingesetzt werden: 
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(i — hX) . (ii -- AXi) = 0, 
d. h. entweder ist l^ ein Strahl des Komplexes (was aus- 
geschlossen wurde), oder l ist ein solcher. Also: 

Jede Gerade J, welche irgend zwei conjugirte und 
nicht zusammenfallende Gerade l^ und l^ schneidet, 
ist ein Strahl des Komplexes. 

Das umgekehrte Beweisverfahren ergiebt die folgende 
Umkehrung : 

Schneidet ein Strahl l des Komplexes eine Ge- 
rade ?i, so schneidet er auch die conjugirte Gerade l^. 

Lässt man z. B. l^ mit der Achse zusammenfallen, so ist: 
\\ = Z^ = Z^ = M^=N^ = 
und aus 5) folgt dann: 

Y^ = Z^ = X^ = M^ = N^ = 0, 
d. h. I2 fallt mit der unendlich fernen, zu l^ senkrechten Ge- 
raden zusammen.*) Folglich muss jede Gerade, welche die 
Achse senkrecht schneidet, ein Strahl des Komplexes sein, wie 
in diesem besonderen Falle schon früher erwiesen wurde. 

Ferner folgt auch, dass jede Parallele zu l^, welche 
?i schneidet und jede Parallele zu ?i, welche l^ schneidet, dem 
Komplex angehört. Verbindet man aber endlich die beiden 
unendlich fernen Punkte von l^ und ?2> so entsteht ein unend- 
lich ferner Strahl des Komplexes, der also durch den con* 
jugirten Punkt der unendlich fernen Ebene, d. h. durch den 
unendlich fernen Punkt der Achse gehen muss. Oder mit 
anderen Worten: 

Die Richtung der Achse und die Eichtungen zweier con- 
jugirter Geraden sind parallel zu ein und derselben Ebene. 
Oder auch: Es giebt eine vierte Richtung, welche auf allen 
dreien senkrecht steht. 

Diese Sätze ermöglichen die geometrische Konstruktion der 
conjugirten Geraden l^ zu einer beliebig gegebenen Geraden l^. 
Man suche diejenige Gerade l auf, welche l^ und die Achse 
senkrecht schneidet. Es seien Pj und Q die beiden Schnitt- 
punkte (Pj auf ?i, Q auf der Achse), also QPi = A^ der 



*) Die Achse eines linearen Strahlenkomplexes kann also auch definirt 
werden als diejenige Gerade im Raum, welcher im zugehörigen Nullsystem 
•eine unendlich ferne und zu ihr senkrechte Gerade conjugirt ist. 
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m 

kürzeste Abstand. Da l ein Stralil des Komplexes ist, welcher 
Zi schneidet^ so mnss auch die zu suchende Conjugirte % von 
l geschnitten werden. Der Schnittpunkt sei Pg. Nun aber 
steht l senkrecht auf der Achse und auf Z^, also auch senk- 
recht auf Zg, d. h. l schneidet sowohl die Achse, als auch l^y 
als auch l^ senkrecht. 

Ausser QP^ = A^ werde noch die Neigung q>^ von l^ gegen 
die Achse eingeführt. Es sind dann noch QP^ = J^ und die 
Neigung q)^ von l^ gegen die Achse zu finden. Hierzu denke 
man sich durch P^ die Parallele zu Zgi durch P^ die Parallele 
zu Z^, so dass der erster en die Bestimmungsstücke A^ und cp^^ 
der zweiten aber A^ und (p^ zukommen. Diese Parallelen sind 
aber auch Strahlen des Komplexes, also nach 2): 

^1 • tg 9^2 = ^2 • tg 9=^1 = *• 6) 

Damit sind Jg und (p^ gegeben und die Ermittelung der 

Lage von l^ ist beendet. Ist z. B. tp^ = 0, so wird A^ = oo, 
d. h. Za liegt unendlich fern oder: den Parallelen zur 
Achse entsprechen unendlich ferne Linien. Ist Ji = 0, 
so wird tg 9?2 = <^i d. h. wenn Z^ die Achse schneidet, so 
steht Zg auf ihr senkrecht. Ist aber A^ . tg 9?i = \ so folgt 
nach 6) A^ = A^, tg 9^2 = ^S 9^1? d. h. Zg fallt mit Z^ zusammen, 
wie es sein muss, da dann Z^ nach 2) ein Strahl des Kom- 
plexes wird. 

Die in 6) noch enthaltene Zweideutigkeit der Construktion 
von Zg wird wie bei den früheren Construktionen der Komplex- 
strahlen gehoben. Man findet, dass Z^ und I2 entweder beide 
linksgängig oder beide rechtsgängig zur Achse sind und dass, 
wenn k positiv, im ersteren Falle P^ und Pg auf derselben 
Seite von Q, im zweiten auf verschiedenen Seiten von Q 
liegen; wenn k aber negativ, so umgekehrt im ersteren Falle 
auf derselben, im zweiten auf verschiedenen Seiten von Q 
liegen. 

Nullsysteme und Kraftsysteme. Dieser kurze Abriss 
einer analytisch geometrischen Theorie der linearen Strahlen- 
komplexe und der mit ihnen verbundenen Nullsysteme ist 
noch durch Aufdeckung des innigen Zusammenhanges mit der 
für die Mechanik so wichtigen Theorie der Kraftsysteme ab- 
zuschliessen. Hierzu bedarf es nur kleiner Umformungen der 
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Formeln 5), deren erste in dem erlaubten Wechsel des Vor- 
zeichens in den sechs Koordinaten von ^2 besteht, worauf diese 
Formeln lauten: 

JLj2 ^— iCJL.'^» 

Die erste und letzte Gleichung können auch so geschrieben 
werden : 

Der hier auf der rechten Seite auftretenden Grösse 
ii — AXi kann man, wenn sie nicht = 0, also l^ kein Strahl 
des Komplexes ist, jeden beliebig angenommenen Werth geben, 
weil es erlaubt ist, die Koordinaten von l^ oder l^ mit der- 
selben Zahl zu multipliciren. Setzt man also zur Ab- 
kürzung : 

L^ — lcX^^L, — i(ii — *Xi) = X 7) 

so werden dann die Formeln 5): 

Xi + X, = X, 1^1+ 1^2 = 0, Zi + Z2 = 0, 

Bekanntlich kann man irgend ein System von Kräften, 
die an einem „starren" Körper angreifen, immer ersetzen 
durch eine Einzelkraft X und ein Kräftepaar i, dessen 
Pfeil die Richtung der Kraftlinie X (oder die entgegengesetzte 
Richtung) hat. Macht man diese Kraftlinie zur a;-Achse, so 
sagen die Gleichungen 8) aus, dass ein solches Kraftsystem auch 
ersetzt werden kann durch zwei Einzelkräfte, deren 
Kraftlinien l^ und l^ zu einander windschief sind. Dabei kann 
die eine Linie \ willkürlich angenommen werden, worauf die 
andere \ zur Conjugirten von l^ in demjenigen Nullsystem 
wird, dessen Achse mit der Kraftlinie von X zusammenfällt 
und dessen Constante h nach 7) durch die Formel: 

^- X 

aus dem Verhältniss von i : X zu bestimmen ist. Nur darf 
?i kein Strahl des zugehörigen Komplexes sein, weil dann 
\ und \ zusammenfallen und die beiden Kräfte unendlich 
gross und entgegengesetzt gerichtet sein würden. Denn da 



8) 
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für einen solchen Strahl L^ — kX^ = 0, so gehört ein unend« 
lieh grosser Faktor dazu, um die Gleichungen 7) zu er- 
füllen. 

Umgekehrt kann man zwei gegebene Kräfte K^ und Z",, die 
in irgend zwei zu einander windschiefen Geraden \ und l^ 
liegen und an einem „starren" Körper angreifen, auf sehr 
einfache Weise recht willkürlich durch zwei andere Kräfte 
K\ und K'^ ersetzen. Man schneide nämlich l^ und ^ durch 
dieselbe Gerade l in Pi und Pg» nehme auf l irgend zwei 
gleich grosse entgegengesetzt gerichtete, also sich aufhebende 
Kräfte i?i und p^ an und setze K^ und p^ zu einer Eesultante 
JT'i, K^ und p.2 zu einer Eesultante K*^ zusammen. Dann 
sind in der Tbat K\ und K*^ zu K^ und K^ aequivalent. 

Es seien l\ und V^ die neuen Kraftlinien. Nach der Kon- 
struktion schneiden sich l\ und l^ und ebenso Zg ^^^ h ^^^ 
man erkennt leicht, dass man für l\ irgend eine Gerade 
nehmen kann, welche li, aber nicht Zg schneidet. Denn mit 
l\ ist zunächst Pj als Schnittpunkt von l\ und li bestimmt. 
Die Gerade l geht auch durch Pj und liegt in der Ebene 
durch li und l\. Letztere schneidet £j in einem Punkte, der 
mit Punkt Pg übereinstimmen muss. Also ist auch l bekannt 
und man hat nur noch die beiden gleichen Kräfte p^ und P2 
so zu wählen, dass die Resultante von Kj^ und p^ in die Linie 
l\ hineinfallt. 

Soll aber l^ durch irgend eine Gerade V\ ersetzt werden, die 
zu li windschief ist, so ziehe man eine beliebige, l-i und Z^i 
schneidende Gerade, betrachte sie als I\ und gehe, wie eben 
auseinandergesetzt, von l^ auf l\ und ebenso von l^ auf V\ 
über. Dann wird Zg erst durch eine andere Gerade V^ und 
dann durch die zu l*\ conjugirte Gerade l**2 ersetzt. 

So ist also das Nullsystem mit seinen conjugirten Geraden 
wirklich nichts anderes als irgend ein Kraftsystem, so- 
fern man dasselbe auf alle mögliche Arten durch 
zwei Einzelkräfte zu ersetzen sucht. Noch sei die Be- 
merkung daran geknüpft, dass, wenn die eine Kraftlinie li 
parallel zur Achse des Nullsystems genommen wird, so die 
andere Zg unendlich fem liegt, d. h. dass die zweite Kraft 
zum Kräftepaar wird. Lässt man aber l^ mit der Achse 
selbst zusammenfallen, dann ist der Pfeil des Kräftepaares 
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mit li gleich gerichtet und man kommt wieder auf die all- 
gemein übliche Darstellung eines Kraftsystems durch eine 
Einzelkraft und ein solches Kräftepaar zurück. 

Uebungsaufgabeii. 

1. Gegeben zwei Grerade li und Z^, eine jede durch ihre sechs 
Plücker'schen Koordinaten. Es ist das Kriterium dafür aufzusteUen, ob 
sie zu einander links- oder rechtsgängig sind. Wie gross ist die Constante 
des Komplexes, in dem li die Achse und l^ irgend ein Strahl sein soll. 

2. Aus der Theorie der Nullsysteme die Existenz solcher Tetraeder 
zu beweisen, dass sie zugleich ein- und umbeschrieben sind (so dass die 
Ecken des einen auf den Flächen [unbegrenzt erweitert gedacht] des anderen 
und umgekehrt liegen). Im besonderen sind zwei gleichgrosse reguläre 
Tetraeder in eine solche Lage zu bringen. 

3. Gegeben zwei Punkte Pi und Pg. Gesucht die Gleichung für den 
Komplex aller Geraden / derart, dass die beiden Ebenen, die eine durch l 
und Pi, die andere durch / und P^ aufeinander senkrecht stehen. 



§ 12. 

Zwei Komplexe. Ihre gemeinsamen Strahlen. Drei 
Komplexe. Begelflächen. Tier Komplexe. 

Zwei Komplexe. Werden zwischen den Koordinaten 
einer Geraden ? zwei Gleichungen: 

Jl (X, r, Z, L,M,N) = 0, F^ (X, T, Z,JL,M,N) = 1) 
angesetzt, zu denen noch die Identität: 

XZ+ TM-j-ZN'=0 2) 

hinzutritt, so wird im allgemeinen eine zweifach unendliche 
Mannigfaltigkeit von Geraden bestimmt, wie umgekehrt jede 
solche zweifach unendliche Mannigfaltigkeit zu ihrer analy- 
tischen Darstellung zweier Gleichungen von der Form 1) 
bedarf. Solche Mannigfaltigkeiten sind z. B. sänuntliche Nor- 
malen einer beliebigen krummen Fläche, d. h. sämmtliche 
Geraden, welche in den Punkten der Fläche auf den zu- 
gehörigen Berührungsebenen senkrecht stehen. Diese Gesammt- 
heit von Normalen hat ausserordentlich merkwürdige Eigen- 
schaften, wie z. B., dass alle zu einer gegebenen Normalen 
unendlich benachbarten Normalen, also ein sogenanntes un- 
endlich dünnes Bündel von Normalen zwei ganz bestimmte, zu 
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einander windschiefe und senkrechte Geraden, die sogenannten 
,^Krümmungsachsen" schneidet (vergl. hierzu die nachfolgenden 
Betrachtungen), und dass umgekehrt jede Gesammtheit von 
Geraden, welche diese Eigenschaft besitzt, mit der Gesammt- 
heit aller Normalen an eine im gegebenen Fall vielleicht erst 
noch zu bestimmende Fläche übereinstimmt. 

Diese wenigen allgemeinen Bemerkungen mögen noch durch 
kurzes Eingehen auf den einfachsten Fall erläutert werden, 
dass die beiden Gleichungen 1) linear, also von der Form 
sind: 

F^ = a^X+h^r+ c^Z+d^Z + eiM+f^N= 3) 

F2 = a,X + b^r+ c^Z+d^Z + e^M + f,If = 4) 

wo die zwölf Koefficienten %, ag, fei, 62 als beliebig ge- 
geben vorausgesetzt werden. 

Es handelt sich dann also um die gemeinsamen Strahlen 
irgend zweier linearer Komplexe. Da ist zunächst zu be- 
merken, dass durch lineare Verbindung der beiden Gleichungen 
zu der neuen Gleichung: 

F=F^ + XF^ = 5) 

ein ganzes „Büschel" von Komplexen gebildet wird und dass 
selbstverständlich jeder gemeinsame Strahl der beiden ge- 
gebenen Komplexe zugleich ein Strahl in jedem anderen 
Komplex dieses Büschels sein muss. 

Unter diesen unendlich vielen Komplexen giebt es im 
allgemeinen zwei, welche ausarten, d. h. aus allen Geraden 
bestehen, welche ein und dieselbe Gerade schneiden. Denn 
die nothwendige Bedingung verwandelt sich nach 3) § 11 in 
die quadratische Gleichung für X: 

deren beiden Wurzeln jene beiden Komplexe entsprechen. 

Sind sie reell und verschieden, so giebt es also zwei Ge- 
rade ?i und 72> welche von allen gemeinsamen Strahlen ge- 
schnitten werden müssen. Da nun die beiden gegebenen Kom- 
plexe durch irgend zwei andere des Büschels, also auch die 
beiden eben genannten ersetzt werden können, so ist auch 
umgekehrt die Gesammtheit aller Strahlen identisch mit der 
Gesammtheit aller Geraden, welche sowohl l^ wie l^ schneiden. 
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Wenn aber die beiden Wurzeln einander gleich sind, Zi und l^ 
also zusammenfallen, oder wenn sie imaginär sind, so fällt 
diese überraschend einfache Konstruktion fort. Sie muss dann 
durch andere Konstruktionen ersetzt werden, wie etwa 
folgendermassen : 

Die sämmtlichen Strahlen eines linearen Komplexes, welche 
durch einen gegebenen Punkt P des Raumes gehen, liegen 
nach dem vorigen § in einer Ebene E, Dies gilt für jeden 
der beiden gegebenen Komplexe. Die Schnittlinie der beiden 
zugehörigen Ebenen ist also der durch P gehende gemeinsame 
Strahl der Komplexe. Daher: 

Durch jeden Punkt P des Raumes geht im allgemeinen 
nur ein gemeinsamer Strahl. 

Ebenso folgt: 

In jeder Ebene E des Raumes liegt im allgemeinen nur 
ein gemeinsamer Strahl. 

(Ausgenommen sind die Punkte, welche auf den vorher 
genannten Linien l^ und Zg liegen und die Ebenen, welche 
durch li und Zg hindurchgehen. Denn liegt z. B. P auf Zi, so 
fallen die beiden P zugehörigen Ebenen zusammen, da sie 
beide durch I2 gehen. Durch P gehen also dann unzählig 
viele gemeinsame Strahlen, die zusammen ein I2 schneidendes 
Strahlenbüschel bilden). 

Besonders einfach liegt aber die Sache, wenn die quadra- 
tische Gleichung 6) für X zur Identität wird, wenn also alle 
Komplexe des Büschels ausarten. Es ist hierzu nothwendig, 
dass nicht allein jeder der beiden gegebenen Komplexe 3) und 
4) ausarte, sondern auch, dass die Geraden l^ und l^, die 
geschnitten werden sollen, sich selbst schneiden. Dann be- 
stimmen ?! und I2 ein Strahlenbüschel und jeder Komplex des 
Komplexbüschels besteht aus allen Geraden, welche einen und 
denselben Strahl dieses Strahlenbüschels schneiden. 

Merkwürdiger Weise spaltet sich dann die Gesammtheit 
aller gemeinsamen Strahlen in zwei nur durch das Strahlen- 
büschel zusammenhängende, sonst aber ganz getrennte Gebiete. 
Denn wenn eine Gerade l zwei sich schneidende Gerade l^ 
und I2 schneiden soll, so muss sie entweder in der durch Z^ 
und 4 gehenden Ebene E liegen, oder durch ihren Schnitt- 
punkt P gehen. Es liegt also eine Spaltung vor, in solche 

9 
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Gerade, die in E liegen and in solche, die durch P 
gehen. 

Analytisch erklärt sich diese Eigenthümlichkeit so, dass 
im vorliegenden Falle aus der Identität 2) vermittelst 3) und 
4) eine zerfallende Gleichung zweiten Grades abgeleitet 
werden kann. Je nachdem man nun den einen oder den 
andern Faktor = setzt, erhält man den einen oder den 
andern Theil der gemeinsamen Strahlen. 

Zur Erläuterung diene der einfache Fall, dass sich die 
Gleichungen 3) und 4) auf; 

iir=o, N=Q 

reduciren. Die erste Gleichung verlangt dann, dass l die 

y-Achse, die zweite, dass l die ;2r- Achse schneiden solle. In 

der That folgt durch Einsetzen in 2) sofort: 

X.i=0. 

Es ist also entweder: 

ilf=0, N=% X=0 
oder: 

üf = 0, N=0, i = 0, 

d. h. entweder liegt l in der y^-Ebene, oder l geht durch den 

Anfangspunkt 0. 

Drei Komplexe. Eegelflächen. Werden drei Kom- 
plexe durch ihre Gleichungen: 

F^ = 0, J?; = 0, F3 = 7) 

gegeben, so bilden ihre gemeinsamen Strahlen im allgemeinen 
nur noch eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, so dass 
man sie aneinander reihen kann, etwa so wie die Punkte 
einer Kurve. 

Denn da die Identität: 

XL+YM^ZN={) 8) 

hinzutritt und sämmtliche Gleichungen homogen sein müssen, 
so sind eigentlich nur fünf Veränderliche, z. B.: 

Ä. ^ II ^ K 

X' X' X' X' X 

und vier Gleichungen vorhanden. Es kann also eine Ver- 

Y 

änderliche, etwa -^ beliebig angenommen werden, worauf 

die andern durch die Gleichungen 7) und 8) zu ermitteln sind. 
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Da nun aber auf jeder Geraden einfach unendlich viele 
Punkte liegen, so ist die Gesammtheit aller Punkte auf allen 
gemeinsamen Strahlen der drei Komplexe doppelt unendlich, 
«d. h. diese Strahlen bilden zusammen eine Fläche, wie sie 
ganz allgemein durch eine im Raum sich bewegende Gerade 
beschrieben wird. 

Eine solche Fläche nennt man Regel fläche. Zur Auf- 
iftndung ihrer Gleichung kann man die Formeln: 

Zy —Y0 = Z, Xz — Zx = M, Yx — Xy = If 9) 
hinzuziehen, welche die analytische Bedingung dafür dar- 
stellen, dass der Punkt P {x, y, z) auf l liege. Da aus ihnen 
die Identität 8) unmittelbar folgt, so kann letztere als über- 
Mssig ausgeschaltet werden. Es bleiben dann noch die sechs 
Gleichungen 7) und 9). Eliminirt man aus ihnen die Ver- 

liältnisse : 

X: YiZ:L.M:N 

(es wird sich meist empfehlen, aus 9) i MN in 7) einzusetzen 
nnd dann X : 1" : Z zu eliminiren), so bleibt die Endgleichung 
für P {x, y, z\ d. h. die Gleichung der Regelfläche übrig. 
Als Beispiel hierzu diene folgende Aufgabe: 
Eine Gerade l bewege sich so, dass sie beständig an drei 
beliebig im Räume gelegenen Geraden Z^, ^2, \ entlang gleitet 
Welche Regelfläche beschreibt sie dabei? (Siehe Aufgabe c) 

Hier sind die drei Gleichungen: 

jF; = xii+ T7iri + z2vi + iXi + j!fri + jvZi = o 

F^ = XA + ^M^ + ZN^ + iXg + MY^ + JVZ2 = 10) 

•zu erfüllen. Die erste nimmt nach Einführung von 9) die 
•Gestalt an: 

X(A + zY^ - yZ^ + YiM^ -VxZ^- zX,) 

+ z(JVi + yx^ — xY^) = 0. 

Formt man ebenso die beiden anderen um und eliminirt 
>dann X: Y: Z, so wird die Endgleichung durch das Null- 
setzen einer Determinante gebildet, deren erste Horizontal- 
reihe die Elemente: 

.Z, + zY^ — yZ,', M^ + xZ^ — zX^', N^ + yX, — xY^ 

hat, während die andere aus ihr durch Vertauschung des 
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Index 1 mit 2 und 3 hervorgehen. Da jedes Element der 
Determinante in Bezug auf die Koordinaten xyz ^^ laufendem 
Punktes vom ersten Grade ist, so scheint es fast, als ob die 
Regelfläche hier von der dritten Ordnung wäre. Man erkennt 
aber bald, dass die Glieder dritten Grades sich gegenseitige 
aufheben, wie es auch in jenem besonderen Fall der vor- 
liegenden Aufgabe war. Die Regelfläche ist also eine Fläche 
zweiter Ordnung. 

Um aber unmittelbar den zweiten Grad zu erkennen, muss. 
man etwas anders, etwa folgendermassen vorgehen: Man 
nehme einen zunächst beliebigen Punkt P (x, y, z) im Räume 
an und bestimme nach Aufgabe IV) § 9 die Koordinaten der 
Ebenen durch P und \ und durch P und Z«. Sie sind in 
Bezug auf x, y, z linear. Diese beiden Ebenen schneiden sich 
in einer Geraden ?, die durch P hindurchgeht und ü^, sowie 
\ trifft. Die Koordinaten von l werden daher nach den 
Formeln 11) § 10 Ausdrücke zweiten Grades in x, y, z, Soll 
aber l noch die dritte Gerade Zg schneiden, so sind diese 
Ausdrücke in die dritte der drei gegebenen Gleichungen 10) 
einzusetzen, worauf in der That eine Gleichung zweiten 
Grades für P entsteht. Daher: 

Bewegt sich eine Gerade l so, dass sie an irgend 
drei gegebenen Geraden li, l^, l^ entlang gleitet, se 
beschreibt sie eine Fläche zweiter Ordnung. 

Wie sich später zeigen wird, ist die Fläche im allgemeinea 
ein einschaliges Hyperboloid (vergl. § 14). Sind 7i, i^ 
und Iq parallel zu einer Ebene, so entsteht im besonderen ein 
hyperbolisches Paraboloid. Schneiden sich aber zwei 
von ihnen, etwa l^ und ?2) so liegt auf der Hand, dass eine 
Gerade l, welche ?i, Zg und Zg schneiden soll, entweder durch 
den Schnittpunkt P von l^ und Zg gehen und in der Ebene 
durch P und Zg liegen, oder in der Ebene E durch Z^ und I2 
liegen und durch den Schnittpunkt von E mit Zg gehen muss. 
Die Geraden Z bilden also zwei Strahlenbüschel und die 
Fläche zerfällt in die beiden Ebenen derselben. 

Die drei ursprünglich gegebenen Geraden Zi, Zg, Zg liegen 
selbstverständlich auch auf der Regelfläche, gehören aber 
natürlich nicht zu der Schaar von Geraden Z, welche Zj, l^ 
und Zg sclmeiden. Doch sind 1^, I2, ^ durchaus nicht vereinzelt^ 
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sondern gehören einer anderen Schaar von Geraden der 

Pläche an, deren Existenz auf folgende einfache Weise 

nachweisbar ist: 

Man bilde aus 10) durch lineare Verbindung die neue 

Oleichung : 

X^F^ + L,F^ + ^Fs = 0, 11) 

die dann auch für alle Geraden der Schaar l erfüllt werden 
muss. Sie ist linear, wie die gegebenen, also von der Form: 

XL' + YM* + ZN' + iX' + MT' + JVZ' = 0, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

^i^i -f- A2X.2 -[" Ag-Xg = -A , A^ xi -f- Ag Tg -)- /g Jt3 = Y* 12) 

u. s. w. 

Bestimmt man Ai, Ag, A3 so, dass auch X\ T* Koordi- 
naten einer Geraden P werden, setzt also die Bedingung: 

XL + Y*M' + z*sr' = 0, 
so entsteht nach Einsetzen von 12) eine quadratische Gleichung 
für Ai, A2, Ag, die sich übrigens auf die Form: 

^Aj^Ag -j- jBA2Ag -f- uAgAi = 
reduciren muss, weil man für Ag = Ag — auf die Linie 
«?i u. s. w. zurückkommt. Man kann daher ^ : Ai beliebig an- 
nehmen, worauf Ag : A^ eindeutig bestimmt ist. Daher : 

Wenn eine Schaar von Geraden l drei gegebene Gerade 
li, I2, k schneidet, so schneidet sie zugleich jede Gerade einer 
zweiten Schaar P, Die gegebenen Geraden li, ?2» h gehören 
2u der letzteren, können aber durch irgend drei andere Ge- 
rade dieser Schaar l* ersetzt werden. Die beiden Schaaren 
l und V liegen auf derselben Fläche zweiter Ordnung, sind 
aber durchaus von einander verschieden. Durch jeden Punkt 
der Fläche geht eine Gerade l und eine Gerade P. Sie ist 
also auf doppelte Art eine Regelfläche. 

Ausfuhrlichere Untersuchungen über diese beiden merk- 
vTürdigen Schaaren sind einem späteren Abschnitt vorbehalten 

(§ 19). 

Die Eegel flächen. Wenn man von den Ebenen absieht, 

welche eine doppelt unendliche Mannigfaltigkeit von Geraden 

enthalten und also auf unendlich verschiedene Weise als 

Eegelfläche betrachtet werden können, wenn man femer absieht 

von den Eegelflächen zweiter Ordnung, bei denen dies, wie 

eben gezeigt, auf zwei Arten möglieh ist, so wird im 
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allgemeinen eine Fläche, wenn sie überhaupt eine Eegelfläche 
ist, eine solche nur auf eine Weise sein können. 

Eine Eegelfläche ist wie jede andere Fläche als geome- 
trischer Ort ihrer Punkte ein zweidimensionales Gebilde; 
in Bezug auf die Schaar der Geraden, durch deren Bewegung 
sie erzeugt werden kann und die man deshalb auch „Er- 
zeugende" nennt, erscheint sie aber als eine einfache und 
stetige Folge derselben. Es sei P irgend ein Punkt der 
Fläche und l die durch ihn hindurchgehende Erzeugende, 
Da die Tangentialebene in P an die Regelfläche alle Nachbar- 
punkte enthält, so geht sie auch durch die benachbarten 
Punkte von l, mithin enthält sie l ganz und gar. Also: 

Bewegt sich ein Punkt P auf einer Erzeugenden l, so 
dreht sich die Tangentialebene E um l, beschreibt daher ein 
Ebenenbüschel mit der Achse ?.*) 

Die Ebene E ist Tangentialebene im allgemeinen nur für 
den Punkt P. Im übrigen aber schneidet sie in die Fläche 
längs der Linie l hinein. Ist die Regelfläche insbesondere 
von der zweiten Ordnung, d. h. ist sie, wie vorhin gezeigt^ 
im zweifachen Sinne Regelfläche, so fallt die Tangentialebene 
in P mit der Ebene der beiden durch ihn hindurchgehenden 
Geraden zusammen. 

Abwickelbare Flächen. Der eben angeführte Satz er- 
leidet eine sehr wichtige Ausnahme für den Fall, dass die 
Regelfläche, wie man sagt, „abwickelbar" ist. Um die 
Struktur dieser Art von Flächen zu durchschauen, nehme matt 
zunächst an, dass eine Gerade l sich um einen Punkt P in 

einer beliebigen Ebene E drehe 
(Fig. 15), aber nicht ganz herum^ 
sondern nur so, dass nur eia 
Theil des Strahlenbüschels, näm- 
lich der Winkel ÄPB = a und 
\c sein Nebenwinkel beschriebea 
wird. Nachdem l die Lage B'PB 
erlangt, möge Drehung um einen 
^'»- ^^' andern Punkt Pj und in einer 

*) Die Punktreihe P und das Ebenenbüschel E werden projektivisch 
anf einander bezogen, wenn man jedem Punkt P die ibm zugehörende 
Tangentialebene E zuordnet. 
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anderen Ebene E^ vor sich gehen, wobei ein neuer Winkel 
BP^C=ß und sein Nebenwinkel beschrieben wird. Darauf 
folge eine dritte Drehung um den Punkt Pg in der Ebene -feg 
u. s. w. Auch kann selbstverständlich diese Bewegung nach 
rückwärts über Punkt P hinaus beliebig fortgesetzt werden. 
Die Winkel a, ß,' y .. ., beziehungsweise ihre Nebenwinkel, 
bilden dann in ihrer Gesammtheit eine Regelfläche, die natür- 
lich durch blosse Biegung um die Schenkel AÄ', BB' u. s. w. 
in eine einzige Ebene abwickelbar ist. 

Jetzt gehe man durch die Annahme zur Grenze über, dass 
sich die Punkte P, Pi, Pg... einander unendlich nähern 
und benachbarte Punkte einer beliebigen Raumkurve werden 
(man denke etwa an eine Schraubenlinie). Dann nähern sich 
die Linien PJ, P^B^P^C, unbegrenzt den Tangenten 
dieser Raumkurve und die Winkel a, ß,y ... werden die un- 
endlich kleinen „Contingenzwinkel" zwischen benachbarten 
Tangenten. Die Ebenen B, E^, E^... aber gehen durch zwei 
benachbarte Tangenten oder drei aufeinanderfolgende Punkte 
der Kurve. Man nennt sie „Schmiegungsebenen". 

Offenbar bilden die Nebenwinkel von a, ß, y ... nichts 
anderes als die Fortsetzung der Fläche über die Raumkurve 
hinaus nach der entgegengesetzten Seite und beide Theile 
zusammen bilden erst die vollständige Fläche. In diesem 
Sinne bezeichnet man auch die Raumkurve als Rückkehr- 
kurve der erzeugten „abwickelbaren" Fläche, die eben des- 
wegen abwickelbar heisst, weil sie, wie eben erläutert, durch 
blosse Biegung um die Erzeugenden in eine Ebene abgewickelt 
werden kann. Nach dieser Abwickelung ist die Raumkurve 
zur ebenen Kurve geworden, die beiden Hälften sind zu- 
sammengeklappt und bilden den ausserhalb der Kurve 
liegenden, von ihren Tangenten durchzogenen Theil der Ebene, 
doppelt genommen. Man sieht aber wohl deutlich, dass die 
Rückkehrkurve — auch vor der Abwickelung — auf der 
Fläche, selbst nach ihrer Vervollständigung durch die andere 
Hälfte, eine messerscharfe Kante, einen Grat bildet, und dass 
daher in den Punkten dieser Kurve von einer eigentlichen 
Tangentialebene keine Rede sein kann. Also: 

Bewegt sich eine Gerade l so, dass sie immer die 
unmittelbar benachbarte schneidet, so beschreibt sie 
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eine abwickelbare Fläche. Dieselbe ist auch anzusehen 
als die Fläche aller Tangenten an die von den genannten 
Schnittpunkten gebildete Kurve. Diese Tangenten sind die 
Erzeugenden der Fläche. Bewegt sich ein Punkt der Fläche 
auf einer Erzeugenden, so fällt die Tangentialebene beständig 
mit der Schmiegungsebene im Berührungspunkt zusammen und 
nur wenn der Punkt sich dem Berührungspunkte P unbegrenzt 
annähert und durch ihn hindurchgeht, dreht sich die Tangential- 
ebene mit einem Male um 180® und fällt darauf sofort mit 
ihrer alten Lage zusammen.*) 

Die Schmiegungsebene in einem Punkte P der Eaumkurve 
geht, sozusagen, durch drei benachbarte Punkte und „schmiegt" 
sich daher der Kurve in P inniger an, als jede andere durch 
P gehende Ebene. Sie ist die „augenblickliche" Ebene der 
Kurve. Um dies klar einzusehen, stelle man sich noch eine 
zweite durch die Tangente in P gehende Ebene vor, von der 
man verlangen kann, dass sie noch durch irgend einen andern 
Punkt Q der Kurve geht. Diese Ebene berührt die Kurve 
in P und schneidet sie in Q, Lässt man nun Q dem Punkt P 
unbegrenzt nähern, so wird sie eben zur Schmiegungsebene, 
welche daher in P zugleich berührt und schneidet. Die Kurve 
kommt von einer Seite tangential an die Schmiegungsebene 
heran und verlässt sie wieder tangential, aber (im aUgemeinen) 
auf der anderen Seite. 

Man bemerke übrigens, wie sich hier Punkt und 
Schmiegungsebene durchaus dual oder reciprok gegenüber- 
stehen und wie dieselbe Kurve einerseits durch Bewegung 
eines Punktes, andererseits durch Bewegung einer Ebene ent- 
stehen kann. Denn im letzteren Falle schneiden sich je zwei 



*) Um sich sclinell ein Modell einer abwickelbaren Fläche zu yer- 
schaffen, lege man zwei Blatt Schreibpapier übereinander, so dass sie an- 
einander haften, und schneide aus ihnen dieselbe Kurve aus. Dann ritze 
man auf jedem Blatt zur leichteren Biegung Tangenten ein, aber auf dem 
einen Blatt nach der einen, auf dem andern nach der anderen Kichtung 
(vergl. in Fig. 15) die ausgezogenen und punktirten Linien), klebe die 
Blätter längs der Kurve durch Seidenpapier aneinander und winde und 
drehe so, dass aus der Kurve eine richtige Kaumkurve werde, achte aber 
darauf, dass nun die beiden Blätter nicht mehr zusammenfallen, sondern 
zu den beiden sich ergänzenden Hälften der abwickelbaren Fläche werden. 



§ 12. Mehrere Komplexe. 137 

unendlich benachbarte Ebenen in einer Geraden, einer Tangente 
und je drei benachbarte in einem Punkt P der Raumkurve. 
Diese Eaumkurve wird von allen Ebenen so eingehüllt, dass 
sie Schmiegungsebenen werden. 

Die auf der Tangente in P senkrechte Ebene E nennt 
man Normalebene und jede in E durch P gezogene Gerade 
eine Normale der Kurve. Unter allen diesen Normalen 
wieder werden zwei besonders bezeichnet, die eine als Haupt- 
normale und die andere als Binormale. Die erstere liegt 
in der Schmiegungsebene, die letztere steht auf dieser senkrecht. 
Für die Schraubenlinie z. B. ist die Hauptnormale identisch 
mit dem Lot auf die Achse des Schraubencylinders, während 
die Binormale in der Berührungsebene dieses Cylinders liegt. 

Diese hier kurz vorgetragene Theorie der abwickelbaren 
Flächen, beziehungsweise der Raumkurven, ihrer Tangenten 
und ihrer Schmiegungsebenen vereinfacht sich in zwei be- 
sonderen, einander reciprok gegenüberstehenden Fällen. Es 
kann die bewegte Gerade in einer Ebene bleiben. Dann 
wird die Raumkurve zur ebenen Kurve und alle Punkte 
haben dieselbe Schmiegungsebene, nämlich die Ebene der 
Kurve. Oder es kann die bewegte Gerade immer durch den- 
selben Punkt gehen. Dann beschreibt sie einen Kegel oder 
vielmehr einen Doppelkegel, dessen beide Theile den 
beiden Hälften der allgemeinen Regelfläche entsprechen. Die 
Schmiegungsebenen werden zu Berührungsebenen des Kegels; 
aber die Raumkurve selbst schrumpft zu einem Punkt, zur 
Spitze des Kegels zusammen. Liegt diese gar unendlich fern, 
so verwandelt sich der Kegel in den „Cylinder". 



Vier Komplexe. Sind vier Gleichungen angesetzt: 

P, = 0, F, = 0, Ps = 0, P4 = 0, 13) 

zu denen noch, wie immer, die Identität: 

XZ+YM+ZN=0 14) 

tritt, so wird es im allgemeinen nur vereinzelte Gerade geben, 
welche diese Bedingungen erfüllen, da es sich, wie schon so 
oft betont, nur um die Verhältnisse der Koordinaten von l 
handelt. Somit sind fünf Gleichungen mit fünf „Unbekannten" 
gegeben, aus denen sich letztere ein- oder mehrdeutig berechnen 
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lassen, wenn nicht die Gleichungen gelegentlich auf eine ge- 
ringere Anzahl zurückführbar sind. 

Wird z. B. nach einer Geraden l gefragt, welche vier be- 
liebig im Räume gegebene Gerade ?i, 72^ hj h schneiden soll, 
so werden die Gleichungen 13) alle vier linear. Da aber die 
Identität 14) vom 2*^^ Grade ist, so ersieht man, dass es im 
allgemeinen zwei solche Gerade giebt (reelle oder imaginäre). 
Gehören aber die vier Geraden Ji, l^, \, h zu ein und der- 
selben Schaar einer Fläche zweiter Ordnung*) (vergl. S. 131), 
so sind die vier Gleichungen 13) von einander abhängig und 
jede Gerade, welche drei von ihnen schneidet, schneidet auch 
die vierte. Die Bedingungen 13) werden also von unzählig 
vielen geraden Linien erfüllt, nämlich von allen Geraden der 
anderen in der Fläche enthaltenen Schaar. 



Die letzten vier Paragraphen legen wohl überzeugend dar, 
dass sich die gerade Linie sehr gut als selbstständiges Kaum- 
element behandeln lässt und dass man sogar zuweilen kaum 
wird umhin können, dies zu erwägen. Freilich wird dabei 
die Geometrie um eine neue Art von Gebilden, die Strahlen- 
komplexe, vermehrt, welche, wie schon einmal betont, erhöhte 
Anforderungen an die Kraft der Raumanschauung stellen; 
aber die grosse Bedeutung der geraden Linie auch für die 
Anwendungen lässt die Einreihung dieser Gebilde in die 
Elemente der Geometrie als wünschenswerth erscheinen. 

Uebungsauf^aben« 

1. Eine Kurve ist durch die beiden Gleichungen gegeben: 

Es soU die Bedingung, dass eine Gerade l die Kurve in zwei Punkten 
schneidet (eine Sekante ist), durch zwei Komplexgleichungen ausgedrückt 
werden. 

2. Indem man in 1) die beiden Punkte zusammenfallen lässt, gehe 
man zu den Tangenten über. Man schreibe die Bedingungen in Gestalt 
von drei Komplexgleichungen. 

3. Es soll die Gleichung für die abwickelbare Tangentenfläche 2) auf- 
gestellt werden. 

4. Es sind Ausdrücke für die Koordinaten der Schmiegungsebene in 
einem beliebigen Punkt der Kurve 1) zu bilden. 

*) Man sagt dann, die vier Linien /i, I2, /g, I4, liegen zu einander 
hyperboloidisch. 



Dritter Abschnitt. 

§ 13 bis § 18. 



§ 13. 

Die Kugel. Punkt und Kugel. Ebene und Kugel. 
Gerade und Kugel. Allgemeine Betrachtungen ül)er 

Flächen zweiter Ordnung. 

Die Mittelpunktsgleichung der Kugel ist nach 1) § 1 : 

x^ + y^ + 0^ — r^ = 0. 1) 

Hat aber der Mittelpunkt der Kugel die Koordinaten a, h, c, 
so wird ihre Gleichung: 

U={x — a)^-i'{p — 6)2 + (^ _ c)2 — r2 = 2) 

oder entwickelt: 

U^x^ -{-y^ -\- z^ -[-mx -\- ny -\-pz -{- q=^Q 2a) 
wo: 
m = — 2a, w = — 26, i? = — 2c, q = a'^ -\-l^ + c^ — r\ 8) 

Umgekehrt stellt jede Gleichung zweiten Grades von der 
Form 2 a) oder auch von der Form: 

Xx^ + ky'^ + X8^'\'Mx + Ny'\'FZ'\- Qz=.{) 4) 

eine Kugel dar. Denn zunächst kann 4) durch Division mit X 
auf 2 a) zurückgeführt werden. Darauf geben die Gleichungen 3) 
durch Umkehrung: 



z!:+:^5) 



«= 2' * = -2' '=-2' '•=|/ -2+T + T + 

also Mittelpunkt und Eadius. Je nachdem nun: 

ist die durch 2 a) gegebene Kugel reell, schrumpft zu einem 
Punkt zusammen oder ist imaginär. 
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Kugel und Punkt Um die Lage irgend eines Punktes 
P (f , rj, C) zur Kugel zu bestimmen, berechne man seinen Ab- 
stand Q vom Mittelpunkt M (a, b, c) und bilde Q^ — r^z={^ — ay 

+ {fj-hy + {C--cr-r^=U (I, rj, C). 
Daher: Je nachdem: 

liegt P ausserhalb der Kugel, auf ihr oder innerhalb. 

Auch beweist man ganz wie in I) § 12 für den Kreis, 
dass im ersteren Falle U (f , rj, ^) = + P = dem positiven 
Quadrat der von P an die Kugel gezogenen Tangente und im 
letzteren Falle = — s^ = dem negativen Quadrat der halben 
kürzesten durch P gehenden Sehne ist. 

Kugel und Ebene. Wenn statt des Punktes eine be- 
liebige Ebene E mit den Koordinaten u, v, w, also mit der 

Gleichung : 

ux -{- vy -{- WZ -^ 1 =i 

gegeben ist, so berechne man den Abstand J des Mittel- 
punktes der Kugel von E nach der Formel 7 b) § 7 : 

. au + bv -{- cw -{- 1 

~ ± }u^ -|- t;2 + w;2 
Je nachdem also: 

{au + bv + cw -\- 1)2 ^ r^ {u^ + v^ + ^^) 

liegt E ganz ausserhalb der Kugel, berührt dieselbe oder 
schneidet sie in einem Kreise. 

Im besonderen folgt für den zweiten Fall, den Fall der 
Berührung, die Gleichung der Kugel in Ebenen- 
koordinaten: 

(au +bv + ew + ly — r^ (u^ + v^ + w^) = 0. 6) 

Diese Gleichung ist, wie man sieht, auch vom zweiten 
Grade. Die Kugel ist, wie alle anderen Flächen zweiter 
Ordnung, auch von der zweiten Klasse (§ 7). 

Kugel und Gerade. Endlich sei noch l (X, Y,Z,L,M,N) 
irgend eine Gerade im Eaum. Ihr Abstand A vom Mittelpunkt 
wird nach 12) § 10 durch die Formel gegeben: 

^ ^ ybZ^cY—Zy + (cX—aZ—M)^ + (aY—bX—N)^ 

~ yx^ + y^-t ^' 
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Je nachdem nun A grösser, gleich oder kleiner als r, liegt 
l ganz ausserhalb der Engel, berührt sie, oder schneidet sie 
in zwei Punkten. Für den Fall der Berührung erhält man 
nach Fortschaffen von Wurzel und Nenner: 

{bZ—cY—LY + {cX—aZ—M)^ + {aY—Xh—N)^ — 

also auch eine Gleichung zweiten Grades in Plücker'- 
schen Koordinaten, die von sämmtlichen Tangenten der 
Kugel erfüllt wird. (Siehe § 10). 



Die allgemeinste Fläche zweiter Ordnung. Stellt 
man der Gleichung der Kugel in ihrer allgemeinsten Form 4) 
die allgemeinste Gleichung zweiten Grades überhaupt 
gegenüber, nämlich: 

c^^x^ + Oggy» + a^z^-\-2a2f^yz + 2a^^zx + 2a^^xy + 2a^^x + 

2024^ + 2084^ + «44 = 0, 8) 

wo die zehn Koefficienten a^ bis a^^^ deren Bezeichnung mit 
Indices nach I) § 17 zu erklären ist, irgend welche Werthe 
haben sollen, so ersieht man, dass die Kugel doch nur eine 
sehr spezielle Fläche zweiter Ordnung ist. Denn in der 
Form 4) fehlen die Produktglieder, d. L es ist: 

«tS = «81 = ^2 = 0. 

Dann aber sind ausserdem noch die Koefficienten der 
quadratischen Glieder einander gleich: 

«11 ===^ «82 = «38- 

Dies sind die sogenannten „Kriterien" der Kugel- 
gleichung. Sieht man aber von ihnen ab und nimmt 8) ohne 
jede Einschränkung hinsichtlich der Koefficienten «u ... a^^ 
(ausser dass sie nicht alle zugleich = sein dürfen), so folgt 
aus ihrer Anzahl = 10, da es nur auf ihre Verhältnisse an- 
kommt, dass man 9 von einander unabhängige Be- 
dingungen ansetzen muss, um eine Fläche zweiter Ordnung 
zu bestimmen. So darf man verlangen, dass sie durch irgend 
welche . 9 gegebenen Punkte hindurchgehe. Auch bietet die 
analytische Durchführung keine theoretischen Schwierigkeiten, 
da man in 8) nur der Beihe nach statt des laufenden Pnaktes 
diese 9 Punkte einzusetzen toA darauf die 9 Gleichungen 
nach 9 der Koefficienten aufzulösen hat. Freilich würde die 
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nomerisclie Attsrechnung meist sehr langwierig werden und 
man hat daher begreiflicherweise eifrig nach geeigneten 
Konstruktionen, die den in I, § 23 so ausführlich behandeltea 
linearen Konstruktionen eines Kegelschnittes aus fünf Punkten 
entsprechen soUteo, gesucht, allerdings nicht ganz mit dem 
gewünschten Erfolg. 

Doch £e8 nebenbei. Hier soH es sich nur um einige ein- 
fache allgemeine Sätze handeln, die aus der Gleichung 8) 
ohne Mühe abgeleitet werden können. Setzt man in 8) ;sf = 0, 
schneidet also die Fläche durch die xy-Ebene, so folgt: 
a^iX'^ + 2a^^xy + a^^y^ -h 2a^^x + 2^24^ + ^^44 = 0, 
also die Gleichung eines Kegelschnittes. Man kann aber 
durch Transformation jede Ebene im Raum zur a;y-Ebene 
machen, also: 

Eine Fläche zweiter Ordnung wird durch jede 
Ebene in einer (reellen oder imaginären, vielleicht 
auch in zwei Gerade zerfallenden) Kurve zweiter 
Ordonng g^eaehnitten. 

Nimmt man irgend einen Sehnitt parallel zur a;^-Ebene, 
denkt also für z in 8) einen bestimmten Werth gesetzt und 
schreibt diese Gleichung dementsprechend: 

a^^x^ + 2a^^xy + a^^y"^ + 2 {a^^ -f- a, 30) a; + 2 {a^^ + <hfi^)y +■ 

Ks^^ + 2a84^ + «44) = 0, 
so ist ersichtlich, dass die Glieder zweiten Grades von dem 
Abstand z gar nicht abhängen. Daher nach I, § 17 Seite 215 : 

Alle Parallelschnitte einer Fläche zweiter Ord- 
nung sind ähnliche (beziehungsweise conjugirte) 
Kurven zweiter Ordnung mit parallelen Achsen- 
richtungen. 

(Ist im besonderen einer dieser Schnitte ein Kreis, so sind 
sie alle Kreise). Der Mittelpunkt M (a, j8, z) des Schnittes im 
Abstände z wird nach I, § 17 durch die Formeln bestimmt: 

»21« + «22/? + («24 + «23^) =0. ^ 

Bedenkt man, dass M als Punkt im Eaume drei Koordi- 
naten hat, nämlich a, ß und das gewählte z^ so stellen in 
•diesem Sinne die eben aufgestellten Gleichungen zwei Ebenen 
vor, auf deren Schnittlinie also der Mittelpunkt liegen muss. 
Daher: 
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Die Mitten paralleler Schnitte irgend einer 
Fläche zweiter Ordnung liegen auf einer geraden 
Linie. 

Setzt man in 9) y an die Stelle von z und sucht ebenso 
den geometrischen Ort für die Mitten der Schnitte parallel 
zur yZ' und parallel zur ;sra:-Ebene, so entstehen im ganzen 
drei Gleichungen: 

«11« + «12^8 + «18^ -|- a^^ = 

«21« + «22/? + «23^ + «24 = 10) 

«31« + «82)8 + aggy -|- o^ = 
derart, dass je zwei stets for je eine der Schaaren paralleler 
Ebenen diejenige gerade Linie bestimmen, auf welcher die 
Mittelpunkte der Schnitte liegen. Diese drei Linien schneiden 
sich daher in einem Punkt M. (a, ß, y\ dessen Koordinaten 
durch Auflösung der drei Gleichungen 10) nach a, ^, y zu er- 
mitteln sind. 

Dies ist aber nicht alles. Denn der Punkt M ist nidit 
allein der Schnittpunkt dieser drei geradai Linien, sondern 
jeder Geraden, auf welcher die Mitten irgend einer Schaar 
paralleler Schnitte liegen. 

Der Punkt M. ist der Mittelpunkt der Fläche. 

Zum Beweise verschiebe man das Koordinatensystem 
parallel mit sich selbst so, dass M zum neuen Anfangspunkt 
wird und bezeichne die neuen Koordinaten des laufenden 
Punktes mit ooxy\_z^. Die Transformationsformeln: 

^ = % + «, y = yi + Ä ^ = -^1 + y 11) 

verwandeln die Gleichung 8) nach Einsetzen in eine andere, 
bei der aber die Koefficienten der Glieder zweiten Grades 
dieselben geblieben sind (I, § 17). Die neuen Koefficienten 
der Glieder ersten Grades findet man aber := den doppelten 
Werthen der linken Seiten der Gleichungen 10). Sie sind 
also = 0. Die transformirte Gleichung wird daher: 

«11^1^ + «222/1^ + «88^1^ + 2023^1^1 + Sagi^ia;^ + 

2ai2^iyi + «44 = 0. 12) 

Für die neue Constante a\^ ergiebt sich auf genau dieselbe 
Art, wie in I, § 17.*) Der Werth: 

«44 = «41« + «42i8 + «437 + «44- 1^) 

*) Die zugehörigen Eechnungen sind an. der betr. Stelle nachzulesen. 
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J = 



14) 



Hier sind noch für a, ß, y die aus 10) folgenden Ausdrücke 
einzusetzen. Diese Ausdrücke werden Brüche mit demselben 
Nenner : 

(hu ^8? %8 
<*81? %2> ^88 

und die Zähler erscheinen nach I, § 20 auch in Determinanten- 
form. Nach Einfuhrung in 13) erhält man dann: 



15) 



wo D eine Determinante vierten Grades ist, nämlich: 

^llj ^12> ^8? %4 
(hlJ ^22 J ^28? ^24 



D = 



^81 > %2j ^88j ^84 



a^i, a. 



a, 



a 



44 



16) 



''42> **43? 

J ist hier die ,,kleme'S D die „grosse'' Diskriminante. 

(Siehe I, § 17). 

In der Gleichung 12) fehlen die Glieder ersten Grades, 
so dass in der That der neue Anfangspunkt Mittelpunkt der 
Fläche sein muss. Denn 12) bleibt unverändert, wenn die 
Vorzeichen von x^, y^, 0^ alle drei gewechselt werden, d. h.: 
Wenn der Punkt F{xiy^z{) auf der Fläche liegt, so auch der 
gegenüberliegende Punkt P'( — x^^ — y^, — z^, 

Ist ^ = 0, so werden a, ß^ y und a'44 im allgemeinen un- 
endlich gross. M liegt unendlich fern und die Form 12) ist 
unerreichbar. Also : 

Jede Fläche zweiter Ordnung hat einen Mittelpunkt Mj 
dessen Koordinaten a, ß^ y durch Auflösung der Gleichungen 
10) erhalten werden. Ist J = 0, so liegt M unendlich fem. 
Ist A aber nicht = 0, so kann man M zum Anfangspunkt 
machen und so die Gleichung der Fläche von den Gliedern 
ersten Grades befreien. 

Kehren wir aber zum Ausgangspunkt, zur allgemeinen 
Gleichung 8) zurück. 

Um die Schnittpunkte mit der a?- Achse zu finden, setze 
man y = und is? = 0. Es folgt: 

OiiO?* + 2ai4ir + a^^ = 0. 
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Je nachdem die beiden Wurzeln dieser Gleichung reell und 
verschieden, oder einander gleich, oder imaginär sind, wird 
die Fläche von der ic-Achse geschnitten oder berührt oder 
überhaupt nicht getroffen. 

Es kann aber auch der Ausnahmefall eintreten, dass die 
Gleichung identisch verschwindet, also 0^ == aj^ = a^ = 0. 
Dann liegt eben die a:- Achse ganz in der Fläche. Und da 
eine Gleichung zweiten Grades unter keinen Umständen mehr 
als zwei Wurzeln haben kann, es sei denn, dass sie zur 
Identität werde, so ist zu schliessen, dass die a;-Achse, also 
auch irgend eine Gerade im Raum ganz in der Fläche liegt, 
wenn man von mehr als zwei auf der Geraden liegenden 
Punkten weiss, dass sie der Fläche angehören. 

Daraus geht z. B. hervor, dass durch drei beliebig gegebene 
und zu einander windschiefe Gerade l^, l^, h nur eine einzige 
Fläche zweiter Ordnung gehen kann. Denn jede Gerade Z, 
welche sie alle drei schneidet, muss hiemach ganz in der 
Fläche liegen ; andererseits bildet aber die Gesammtheit dieser 
Geraden ?, wie im vorigen § erwiesen, eine Fläche zweiter 
Ordnung. 

Diese wenigen einfachen Untersuchungen sind als die 
ersten Anfänge einer allgemeinen Diskussion der Fläche 
zweiter Ordnung überhaupt anzusehen. Sie sind hier vorweg- 
genommen, weil man von ihnen im folgenden Paragraphen, 
der von den verschiedenen Arten der Flächen zweiter Ord- 
nung und ihren Eigenschaften handeln wird, mit Vortheil 
Gebrauch machen kann. Die wirkliche und erschöpfende 
Diskussion der allgemeinen Gleichung zweiten Grades schliesst 
sich dann unmittelbar in § 15 und § 16 an. 

Uebnngsanfgaben« 

1. Gegeben irgend vier lineare Ausdrücke üi, U^^ Uqj U^; wie in 
Aufgabe 3) § 8. Es soll die allgemeine Form für die Gleichungen der- 
jenigen Flächen zweiter Ordnung gefunden werden, welche sowohl durch 
die Gerade li (Schnittlinie Ton Ui = und U^ ^ 0), als auch durch die 
Gerade l^ (Schnittlinie von 1/3 = und U4, « 0) gehen. 

2. Nach 1) soll dann die Form für die Gleichungen der Flächen 
zweiter Ordnung gefunden werden, welche ausser durch li und I2 auch 
noch durch /g (Schnittlinie von l/j = und Uq = 0) und /^ (Schnittlinie 
von t/a = und 17^ = 0) gehen. 

10 
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3. Gegeben die vier Punkte: 

Po(0,0,0), P,(0, + a,+a), P2(+a,0,+a), P,(+a,+a,0). 
Gresucht die Gleichung derjenigen Fläche zweiter Ordnung, welche 
durch das windschiefe Viereck Po—Pi—P^—Ps—Po und auch durch den 
Schwerpunkt des Tetraeders PoPiPaPg hindurchgeht. 

4. Gegeben vier Ebenen i7i = 0, C^a = 0, 11^ = 0, U^ = 0. Es soll 
die allgemeinste Form der Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung auf- 
geschrieben werden, welche durch die vier Ecken des von ihnen gebüdeten 
Tetraeders hindurchgeht. 



§ 14. 

Die verschiedenen Arten Ton Flächen zweiter Ordnung. 

Umdrehungsflächen. 

Das Ellipsoid. (Fig. 16). I) 

Seine Gleichung wird in 
einfachster Form: 

*3 «i2 eß2 




X' 



a 



2 






+ T^ + ^-l=01) 



a,h,c sind die drei Halb- 
achsen der drei Haupt- 
schnitte, nämlich der Schnitte 
mit der y^-, der isx- und der 
Äjy-Ebene, also denjisnigen drei 
Ebenen, in Bezug auf welche 
die Fläche symmetrisch ist 
(da die Gleichung unverändert 
bleibt, wenn die Vorzeichen 
von X, von y und von einzeln 
^^» ^^ oder auch alle zusammen ge- 

wechselt werden). A, A^, B, B^, C, C^ sind die sechs Scheitel 
der Fläche. 

Eine geometrische Definition des EUipsoids, welche der- 
jenigen der Ellipse durch ihre Brennpunkte entsprechen würde, 
ist nur auf künstlichen Umwegen zu erlangen ; am besten er- 
klärt man diese Fläche für eine sehr einfache räumliche 
Reliefprojektion der Kugel. Setzt man den Eadius der- 
selben etwa =1, so lautet ihre Mittelpunktsgleichung, 
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T^renn die laufenden Koordinaten mit x^^ y^, z^ bezeichnet 
i^^erden : 

^i' + yi^ + V = i. 2) 

Nach Einführung der folgenden Transfonnationsformeln : 

(c y z ^^ 

^^ = «' y^=f' '^=-0 ^> 

entsteht also die Gleichung 1) des EUipsoids. Daher: 

DasEllipsoid ist eine räumliche affine Abbildung 
der Kugel (I, § 14 u. § 26). Diese Abbildung wird durch die 
Oleichungen 3) definirt und entspricht kurz gesagt drei zu 
einander senkrechten Ausdehnungen oder Zusammenziehungen 
im Verhältniss a : 1 ; 6 : 1 ; c : 1. Ist aber der Kugelradius 
= a, so ist 3) durch: 

zu ersetzen und die Deformation beschränkt sich auf zwei 
zu einander senkrechte Richtungen. 

Das EUipsoid ist die einzige vollständig geschlossene 
Fläche zweiter Ordnung. Sind zwei der drei Halbachsen, 
etwa a und l einander gleich, so wird der zugehörige Haupt- 
schnitt zum Kreise und die Fläche entsteht durch Umdrehung 
einer Ellipse mit den Halbachsen a und c um die eine Halb- 
achse c. Sie wird zum ümdrehungs- oder Rotations- 
ellipsoid mit der Gleichung: 

Jede in der ^ry-Ebene gezogene Halbachse ist dann = a 
lind die Fläche hat nicht mehr drei, sondern unzählig viele 
Hauptachsenrichtungen, nämlich erstens die Rotationsachse 
und zweitens alle auf ihr senkrecht stehenden Achsen. Ist 
<? > a, so heisst das Ellipsoid verlängert, ist o < «, so ver- 
kürzt oder abgeplattet. [Die Oberflächen der Planeten sind 
nahezu Ellipsoide der letzteren Art und ihre Abplattung ist 
je nach ihrer Grösse und der Schnelligkeit ihrer Achsen- 
drehung mehr oder weniger stark]. 

Wenn aber endlich a = 6 = c, so wird das Ellipsoid zur 
Kugel und jede durch den Mittelpunkt gehende Gerade zur 
Hauptachse. 

10* 
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Das einschalige Hyperboloid. (Fig. 17). II) 

Seine Gleichung entsteht aus 1) 
durch Wechsel des Vorzeichens in 
einem einzigen quadratischen Glieds 
etwa im dritten. Sie wird also: 




X' 



1__ 
ist der 



Hier ist der in der xy-Ehen& 
liegende Hauptschnitt eine Ellipse mit 
den Halbachsen a und b, die sogenannte 
Kehlellipse. Sie ist der kleinste 
ebene Schnitt der Fläche. Die beiden 
anderen Hauptschnitte sind Hyperbeln 
Fig. 17. mit den reellen Halbachsen a und b- 

und derselben imaginären Halbachse c. 

Ein charakteristisches Merkmal der einschaligen Hyper- 
boloide sind ihre beiden Schaaren von geraden Linien 
(siehe § 12), deren Existenz gerade auf diesen Flächen aber 
erst später nachgewiesen werden soll. Ist a = 6, so wird die 
Kehlellipse zum Kreis und die Fläche entsteht durch Um- 
drehung einer Hyperbel um ihre imaginäre Achse 
(oder auch einer Geraden um eine zu ihr windschiefe 
Achse). 

Das zweischalige Hyperboloid. (Fig, 18). III) 

Seine Gleichung entsteht aus 1) durch 
Wechsel des Vorzeichens in zwei quadratischen 
Gliedern, etwa im ersten und zweiten. Sie 
ist also: 




>9 



r2 



^ _ 11 -|_ 
«2 fe2 "^ 



— 1 = 0. 



6) 



Setzt man ;s? = 0, so entsteht als Schnitt 
mit der xy-Eheue eine imaginäre Ellipse,, 
d. h. die Fläche wird von der Ä?y-Ebene nicht 
geschnitten. Die beiden anderen Hauptschnitte 
sind Hyperbeln, beide mit derselben reellea 
Halbachse c und den imaginären Halbachsen 
a und &. Die Fläche hat also nur zwei reelle^ 
auf der ;8?-Achse liegende Scheitel und zerfällt in zwei 



Fig. 18. 
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getrennte „Schalen". Das letztere folgt auch sofort^ wenn 
man Parallelschnitte zur ^ry-Ebene nimmt und hierzu die 
Gleichung 6) so schreibt: 

«2 "^ 62 — c2 

So lange \z\<ic^ bleibt der Schnitt imaginär, fAi z= + c 
schrumpft er in einen Punkt zusammen (Berührungsebenen in 
den Scheiteln) und erst, wenn \e\> c, werden wirkliche 
-elliptische Schnitte erhalten. 

Ist a = b, so werden diese Schnitte zu Kreisen. Die 
Fläche wird zum zweischaligen ümdrehungshyperbolid, ent- 
standen durch Umdrehung einer Hyperbel um ihre 
reelle Achse. 

Das imaginäre Ellipsoid. la) 

Seine Gleichung ist: 

«2 j2 ^2-1 — ^- Aa) 

Die „Fläche" hat offenbar gar keine reellen Punkte, sie 
ist vollständig imaginär. Ihre Aufzählung ist nur der Voll- 
ständigkeit wegen (im analytischen Sinne) erfolgt. 

Der elliptische Kegel. (Fig. 19). IV) 

Lässt man in 5) oder 6) die Constante ( — 1) 
fort, so wird die Gleichung homogen : 

und stellt daher einen Kegel mit dem Anfangs- 
punkt als Spitze dar (vergl. § 5). Schneidet 
man ihn durch eine Ebene || zur xy-Wneae im 
Abstände ^sr = c, so entsteht eine Ellipse mit 
den Halbachsen a und b. Da aber die ent- 
sprechenden Schnitte parallel zur x^i- und y^sf-Ebene Hyperbeln 
werden, so würde man den Kegel ebenso gut hyperbolisch 
und, da es auch parabolische Schnitte giebt, auch parabolisch 
nennen können. Wenn a = 6, so wird aus der erstgenannten 
Ellipse ein Kreis und aus dem Kegel ein gerader Kreis- 
iegel um die -s? -Achse. Der Oeffhungswinkel q>, d. h. die 




Fig. 19. 
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Neigung der Kegelkante gegen die Eegelachse bestimmt sich 
dann durch die Formel: 

a b 

Der imaginäre Kegel zweiter Ordnung. IVa^ 

Wird in 1) oder 1 a) die Constante ( — 1) fortgelassen, so 
entstellt die Gleichung: 

x^ y^ ^^ 

^2 ^ j« -r ^2 ^» 

welche ein zu einem Punkt zusammengeschrumpftes EUipsoid 
oder auch, wie man in Bezug auf die homogene Form der 
Gleichung sagt, einen imaginären Eegel, an dem nur die Spitze 
P (0,0,0) reell ist, darstellt. 

Das elliptische Paraboloid. (Fig. 20). T) 

Seine Gleichung ist in einfachster Form 
(Scheitelgleichung) : 

Der Schnitt mit der rry-Ebene schrumpft 
zu einem Punkte dem Anfangspunkt zu- 
sammen, d. h. die Fläche wird von ihr in 
diesem Punkte, dem Scheitel berührt. Die Schnitte mit der 
XJS' und der y^er-Ebene sind Parabeln mit 8 als Scheitel und 
der + je:-Achse als Hauptachse. Für positive Werthe von sf 
erhält man als Parallelschnitte zur ary-Ebene grösser und 
grösser werdende ähnliche Ellipsen, aber für negative 
Werthe von jer werden die Schnitte imaginär. Man sieht auch^ 
wie die Fläche sich nach und nach aufrichtet (wenn die 
if-Achse vertikal steht). 

Ist p = Qj so werden die genannten Parallelschnitte kreis- 
förmig. Die Fläche entsteht durch Umdrehung einer 
Parabel um ihre Hauptachse. Sie wird zum Kotations- 
paraboloid. 
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VI) 



Das hyperbolische Paraboloid. (Fig. 21). 

Seine Scheitel- 
gleichung ist: 

Der Schnitt mit 
der icy-Ebene hat 
die Gleichung: 

2jp 2q ~ 

Er zerfällt also 
in zwei durch den 

Anfangspunkt 8 
gehende,zura:- Achse 
und also auch zur 
y-Achse symmetrisch liegende Gerade. Die Schnitte mit der 
x'z- und der y^s^-Ebene sind zwei Parabeln: 




Fig. 21. 



ss = 



2p' 



2 



2q 



Sie haben beide den Scheitel in 8. Aber bei der einen 

liegt der Brennpunkt auf der + ^- Achse im Abstände ^, bei 

der andern auf der — ^- Achse im Abstände |^. Die erstere 

geht also um die -|- 0-, die letztere um die — isr- Achse. Die 
Parallelschnitte zur xy-Ebene werden Hyperbeln, deren reelle 
Scheitel auf der ersten Parabel liegen, wenn positiv und 
auf der zweiten, wenn negativ ist. Projicirt man diese 
Hyperbeln auf die xy-Ehene, so erscheinen sie als die beiden 
Schaaren conjugirter Hyperbeln mit denselben durch den zu 
Anfang genannten Schnitt mit der xy-EheüQ bestimmten 
Asymptoten. 

Schreibt man 9) in den beiden Formen: 

V 2^; ~ 2p' y 2p) ~ 2^ 

so ist sofort ersichtlich, dass alle Schnitte parallel zur a;;er-Ebene 
und auch parallel zur y;8?-Ebene congruente Parabeln sind. 
Die Scheitel der ersten Schaar liegen auf dem in der y^r-, die 
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der zweiten auf dem in der a;^-Ebene gelegenen Hauptschnitt. 
Die Fläche entsteht also, wenn eine der beiden Parabeln: 



.8 



fi 



A ^ A y 

parallel mit sich selbst so fortbewegt wird, dass ihr Scheitel an 
der anderen Parabel entlang gleitet. Entsprechend auch für V). 

Wenn p = ff, so werden diese beiden Parabeln congruent. 
Die Fläche erscheint dann von oben und von unten gesehen 
ganz gleich;*) man nennt sie ein gleichseitiges hyper- 
bolisches Paraboloid. (Siehe Aufgabe b) § 4). 

Anmerkung: Macht man in 8) beide quadratische Glieder 

negativ: x^ y^ c , 

= — -^ -r-. 8a) 



2p 



Vi 
2 ff' 



so wird nicht etwa noch eine dritte Art von Paraboloiden, 
sondern wieder ein elliptisches, sich um die (— z-) Achse 
krümmendes Paraboloid erhalten. 



Der elliptische Cy linder. (Fig. 22). 



X 



2 



+ 



y 



— 1=0. 



Ist a 



= h, so entsteht der gerade Kreiscylinder. 



VII) 
10) 







Fig. 22. Fig. 23. 

Der hyperbolische Cylinder. 




Fig. 24. 

(Fig. 23). 



X' 



y 



2 



— 1 = 0. 



Der parabolische Cylinder. (Fig. 24). 

a;« — 2py = 0. 



Till) 

11) 

IX) 

12) 



") Allerdings dabei noch um 90° versteUt. 
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Er ist die einzige Fläche zweiter Ordnung, welche nur 
parabolische Schnitte hat. Nur wenn die Schnittebene auf 
der xy-Ehene senkrecht steht, artet die Parabel in zwei 
parallele Linien, in zwei Cylinderkanten aus. 

Der imaginäre elliptische Cylinder. Tlla) 

Die uneigentliche, in zwei Ebenen zerfallende 

Fläche zweiter Ordnung. X) 

Falls die linke Seite der Gleichung F (x, y, ^) = in zwei 
Faktoren ersten Grades U^ und ü^ zerlegt werden kann, die 
Gleichung also die Form hat: 

u^ . r/g = 14) 

wo Dl und Ü2 Ausdrücke ersten Grades sind: 

U^ = a^x -|- b^y + c^0 + d^ ; JJg = «2^ + hv + <^^ + <4j 
so zerfällt die Fläche in die beiden Ebenen E^ und II2 mit 
den Gleichungen: 

Macht man die Durchschnittslinie dieser Ebenen zur ^er- Achse, 
so werden Ci = di=C2=^ = 0. Nimmt man ferner die 
beiden Winkelhalbirebenen von E^ und JE2 zur x^- und 
y-8f-Ebene, so erhält die Gleichung 14) ihre einfachste Form: 

Sind aber E^ und E^ parallel, so mache man die Mittel- 
ebene zur Äjy-Ebene und bezeichne mit + c ihre Abstände 
von jEi und E^. Dann erhält 14) die Gestalt: 

4- — 1 = 0, oder 0^ — c^ = 0. 141)) 

Ist noch c = 0, so fallen -Ei und E^ zusammen. 

Es können aber auch -E^ und E^ (conjugirt) imaginär sein. 
Dann bleibt nur ihre Durchschnittslinie reell. Die einfachste 
Form der Gleichung wird in diesem Falle: 

»2 -r j2 ^- ' 

Sie zerfällt in die beiden Gleichungen: 
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und wird, wenn man sich auf reelle Punkte beschränkt, nur 
für rr = 0, y = 0, d. h. für Punkte der ;2f-Achse erfüllt. Die 
Fläche kann auch als unendlich dünner, elliptischer Cylinder 
angesehen werden. 

Endlich ist noch die Gleichung: 

-J + 1 = 14d) 

zu erwähnen, für den Fall, dass sich die Fläche in zwei 
parallele, aber imaginäre Ebenen spaltet. 



Diese Aufzählung, deren Vollständigkeit allerdings noch 
nachzuweisen ist (§§ 15 und 16), umfasst, von den zerfallen- 
den, den imaginären und den zu einem Punkte oder zu eiÄer 
geraden Linie zusammenschrumpfenden Flächen abgesehen, 
neun verschiedene Arten von Flächen zweiter Ordnung. So 
verschieden sind sie aber doch nicht, dass es schwierig wäre, 
ihre Formen und Gestalten in einander überzufuhren. 

Man gehe hierzu vom EUipsoid I) aus, lasse in demselben 
einen Scheitel A, der Endpunkt der grössten Achse sein möge 
und die beiden dem Scheitel A näher liegenden Brennpunkte 
der durch A gehenden Hauptschnitte unverändert, während 
sich der Mittelpunkt M^ also auch der andere Scheitel A^ 
unbegrenzt weit entfernen möge. Dann werden die genannten 
Hauptschnitte zu Parabeln und das EUipsoid verwandelt sich 
in das elliptische Paraboloid V). 

Lässt man aber M und A^ auf die andere Seite der Achse 
treten, so entstehen zwei Hyperbeln mit A und A^ als Scheiteln. 
Die Fläche wird zum zweischaligen Hyperbolid III). 

Weiter betrachte man die Schaar aller concentrischen, 
ähnlichen und ähnlich liegenden zweischaligen Hyperboloide, 
setze also in 6) Xa, Xh, Xc statt a, b, c, so dass nach Multi- 
plication mit X^ erhalten wird: 



«2 fe2 

X kann alle Werthe annehmen. Für lim : X = 0, entsteht, 
wie man sieht, der elliptische Kegel IV). (Der Asymptoten- 
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kegel der Schaar). Wird aber statt A^ einfach h gesetzt, 
damit sich an ä = unmittelbar negative Werthe von h an- 
schliessen können, so wird die conjugirte Schaar der ein- 
schaligen, den Asymptotenkegel umschliessenden Hyperboloide 
erzielt und h = — 1 giebt nach Division durch — 1 die 
Gleichung 5) des einschaligen Hyperboloids II). 

Nun halte man den Scheitel A der grossen Achse der 
Kehlellipse von II), den zugehörigen Brennpunkt derselben 
sowie den näheren Brennpunkt der durch A gehenden Haupt- 
hyperbel fest und lasse den Mittelpunkt Jf, also auch den 
gegenüberliegenden Scheitel -4i, sich unbegrenzt weit entfernen. 
Dann werden die Kehlellipse und die genannte Hyperbel zu 
Parabeln mit dem Scheitel J, deren Brennpunkte aber auf 
entgegengesetzten Seiten der gemeinsamen Hauptachse liegen. 
Die Fläche verwandelt sich in das hyperbolische Paraboloid VI). 

Wiederum vom EUipsoid I) ausgehend lasse man c un- 
begrenzt wachsen. Es entsteht der elliptische Cylinder VII). 
Aus diesem wieder werden durch allmähliche Umformung des 
Querschnittes der parabolische Cylinder IX) und der hyper- 
bolische Cylinder VIII). Und lässt man endlich den hyper- 
bolischen Querschnitt von VIII) in zwei Gerade ausarten, so 
verwandelt sich der Cylinder in zwei Ebenen X). 

Selbstverständlich giebt es noch viele andere stetige Um- 
wandlungen der Flächen zweiter Ordnung ineinander; die 
genannten genügen aber wohl, um von vornherein erkennen 
zu lassen, dass die wesentlichsten Eigenschaften einer Art 
sich in denen einer andern Art werden wiedererkennen 
lassen. 

Noch sind drei ausgesprochene Typen von Flächen zweiter 
Ordnung namhaft zu machen, nämlich: 

Typus A). Flächen, deren Tangentialebenen nicht schneiden, 
sondern nur im Berührungspunkte berühren. (Flächen mit 
elliptischer Krümmung. Krümmungsmass von Gauss positiv). 
Hierher gehören : Das Ellipsoid, das zweischalige Hyperboloid 
und das elliptische Paraboloid. 

Typus B). Flächen, deren Tangentialebenen längs einer 
geraden Linie berühren. (Parabolische Krünunung, Bj-ümmungs- 
mass von Gauss =; 0). Dieser Typus umfasst : Kegel und 
Cylinder. 
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Typus C). Flächen, deren Tangentialebenen nicht allein 
im Berührungspunkt berühren, sondern die Fläche ausserdem 
noch (in zwei Geraden) schneiden. (Sattelförmige oder hyper- 
bolische Krümmung. Krümmungsmass von Gauss negativ). 
Es sind: Das einschalige Hyperboloid und das hyperbolische 
Paraboloid. 

Typus B ist offenbar der Grenzfall zwischen Typus A und 
Typus C. 

Umdrehungsflächen: Unter allen Flächen zweiter 
Ordnung sind der Anschauung am unmittelbarsten die Um- 
drehungsflächen zugänglich, von denen wir das Rotations- 
ellipsoid, das einschalige und das zweischalige Eotations- 
hyperbolid, das Rotätionsparaboloid, den geraden Kreiskegel 
und den geraden Kreiscylinder kennen gelernt haben. Sie 
entstehen alle durch Umdrehung einer Kurve zweiter Ordnung, 
die beim Kegel und Cylinder in zwei Gerade zerfällt, um 
eine Hauptachse und zu ihnen muss daher auch der para- 
bolische Cylinder als Grenzfall gerechnet werden (als ent- 
standen durch Rotation der Parabel um die unendlich ferne 
Hauptachse). 

Welche Bedingungen müssen zwischen den Koefficienten 
«u? ^12? %3 • • • einer allgemeinen Gleichung 8) § 13 zweiten 
Grades bestehen, wenn die Fläche eine Rotationsfläche sein soll? 

Zur Lösung dieser Frage giebt die Formel 1 a) § 5 für die 
Form der Gleichung einer Rotationsfläche überhaupt einen 
geeigneten Ausgangspunkt. Denn aus ihr ist zu entnehmen, 
dass die durch 8) § 13 gegebene Fläche nur dann eine 
Rotationsfläche ist, wenn ihre Gleichung durch Koordinaten- 
transformation auf die Form : 

i(^i' + Vi') + M' + 25;8:i + C = 

gebracht werden kann. (Dann ist die ;8?i-Achse Rotations- 
achse). Wählt man aber als neue ;sr-Achse irgend eine 
Parallele zur Rotationsachse, so bleiben (siehe Seite 143) die 
Koefficienten der Glieder zweiten Grades genau so, wie in 
der eben aufgeschriebenen Gleichung. Es kann daher von der 
Verschiebung des Anfangspunktes abgesehen und das Problem 
so gestellt werden: 
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Welche Bedingungen müssen zwischen den sechs 
Koefficienten: 

^V ^22> ^33? %8> ^19 %2 

einer homogenen quadratischen Form: 

«11^^ + «28^^ + %8^^ + 2«23y^ + ^a^^^x + 2a^2xy 15) 
bestehen, damit sie durch eine noch zu bestimmende 
orthogonale Transformation 3^1 § 3 in die Form: 

H^i"" + yi') + M' 16) 

verwandelt werden könne? 

Die orthogonale Substitution 3) § 3 und ihre ümkehrung 
3') § 3 enthalten 9 Koefficienten, von denen hier aber nur 
drei in Betracht kommen, nämlich «gi hj ^s- Zum Beweise 
benutze man die Identität: 

x^ + y^ + ^^ = x^^ + y^^ + ^,« 
und schreibe: 

^(^1^ + Vi'') + ^V = ^(^1^ + Vi^ + ^1*) + (^ — AK' 

= A(a;2 + 2^a + ^2) + A^i« 

wo Ä; für J. — X gesetzt ist. Nun ist nach der letzten der 
Formeln 3') § 3, wenn diesmal der Index 3 weggelassen wird: 

^j = aic + &y + cz. 
Daher : 

X{x^^ + y^^) + Az^^ = X{x^-\'y^'\-8^) + h{ax^ly + cz)\l%9i) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist also das Ergebniss 
der Transformation 3') § 3 auf die linke Seite, die aber ihrer- 
seits durch die umgekehrte Transformation 3) § 3 aus der ge- 
gebenen Form 15) entstanden sein soll. Die rechte Seite und 
diese Form müssen also identisch sein: 

= X{x^ + y^ + z^)']'k{ax^hy-\-czY ' 

Diese Identität muss daher bei passender Wahl von X, Je, 
a, b, c erreichbar sein, wenn die Fläche eine ümdrehungs- 
fläche sein soll. Sie zerfällt-nach Auflösen der Klammern und 
Vergleichung der Koefficienten links und rechts in die sechs 
Gleichungen : 

a23 = Z:&c , aQi = kca , a^=ikab 
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Die gesuchten Bedingungen für eine Umdrehungsfläche 
entstehen also durch Elimination von X, k, a, h, c aus 18), wobei 
zu bemerken ist, dass man dabei der Gleichung zwischen 

a, h, c, nämlich: 

a« + 62 + c2 = 1, 

die bestehen muss, falls a, l, c wirklich Koefficienten der 
orthogonalen Substitution sein sollen, absehen kann (des 
Faktors h wegen). Denn man könnte A = + 1 setzen, 

wenn man in 18) statt a, b, c schreiben würde: a*y±k, 

i • y±jc, c . y±j. 

Folglich sind 6 — 4 = 2 Bedingungen zu erwarten. Die 
Elimination selbst geht sehr einfach von statten, wenn man 
aus den drei letzten Gleichungen 18) die Kombinationen 
bildet : 

0^23 %1 ^12 

in die drei ersten Gleichungen einsetzt und X eliminirt. Man 
erhält : 

%i — — = «22 = %3 ;; ^^) 

»28 »81 %2 

und dies sind die gesuchten Bedingungen für eine 
Rotationsfläche. Werden sie im gegebenen Falle als er- 
füllt befunden, so findet man aus 18) die Richtung der 
Drehungsachse sofort durch die Proportion: 

cos a : cos/8 : cos y= a : 6 : c = — : — : — . 21) 

«28 0^31 %2 

Bemerkung zu dieser Untersuchung: Für den Mathe- 
matiker ist es etwas alltägliches, dass Sätze oder Formeln, 
die im allgemeinen richtig sind, in besonderen Fällen ihre 
Dienste versagen und „illusorisch" werden. Er übt deswegen 
schon gewohnheitsmässig die nöthige Umsicht und Vorsicht^ 
um auch diese Fälle zu umspannen und auch nicht den 
kleinsten Rest von Zweifel übrig zu lassen. 

Wie angebracht diese Umsicht und Vorsicht ist, soll an 
den eben abgeleiteten und im allgemeinen einwandfreien 
Resultaten 20) und 21) gezeigt werden.*) Diese haben eine 

*) Vergl. auch § 20. 
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stillschweigende Voraussetzung gehabt, nämlich dass keiner 
der drei Koefficienten «gs» %i> öfi2 verschwinde, weil sonst die 
drei Ausdrücke: 

^28 %1 %2 

zum Theil unendlich, beziehungsweise, wenn zwei verschwinden, 
unbestimmt [von der Form ^] werden. 

Man setze also ausdrücklich ah Ausnahmefall z. B.: 

Dies giebt nach 18) entweder k = 0, oder a = 0, oder 
b = 0. Für k = liegt die Sache am einfachsten. Dann ist 
auch »81 = »23 = und «n = agg = «»3, d. h. die gegebene 
Form reducirt sich auf: X(x^ + ^^ + ^) und die Fläche wird 
zur Kugel. 

Für a = wird noch a^^ = 0, aber nicht ag» = (wenn 
nicht noch b oder c = 0). Für 6=0 wird noch Ogg = 0. Es 
sei das erstere der Fall, also a = und 012 = 0, a^g = 0. 

Dann bleiben von den Gleichungen 18) nur noch vier 
übrig, nämlich: 

«11 =^J «22 =^ ^ + *^^ «38 = -^ + *^S ^8 = *^^ 18a) 

aus denen nun A, A;, 6, c zu eliminiren ist. Es folgt: 

«22 — «11 = ^^S %8 — «11 = ^^ 
und daher, da äJ^ . j^« = 7^2 . ja . ^2 _ (^^23)2 : 

(»22 — «11) • («83 — «11) — («28)* = 0. 20a) 

Dies ist also in diesem Ausnahmefall die Bedingung für 

eine Eotationsfläche. Ist sie erfüllt, so berechne man b : c 

durch die Proportion: 

62 : Je : c* = »22 — «n : «23 ' «88 — «11 
und darauf die Richtung a, ß, y der Rotationsachse: 

cos a : cos /S : cos y = : 6 : c, 21a) 

welche auf der rr-Achse senkrecht steht. 

üebnn^sanfgaben, 

1. Wann ist eine Fläche zweiter Ordnung, deren Gleichung die 

Form hat: , , r . r. 

axy + oyx + cxx -^dx + ey + /^+^ = 

eine ümdrehungsfläche? 

2. Gegeben irgend zwei windschiefe Gerade /i, ^3. Es sollen alle 
durch sie hindurchgehenden ümdrehungsflächen zweiter Ordnung auf- 
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gefanden werden. (Alle Möglichkeiten, die eine Gerade ^ durch Drehung 
um eine Achse in die Lage der anderen l^ üherzuführen). Die Fläche der 
Achsen ist zu hestimmen. 



§ 15. 

Diskussion der allgemeinen Gleichung zweiten Grades. 

Es sei vorgelegt irgend eine Gleichung zweiten 
Grades in x, y^ zi 

2a^^x -h 2a24y + 2a^^z -f a^^ = 

deren 10 Koefficienten »n .... a^^ beliebige Werthe haben 
sollen. 

Gehört die Fläche mit dieser Gleichung einer der 
zehn im vorigen § aufgezählten Arten an und welcher? 
Wo liegt der Mittelpunkt, welche Richtungen haben 
die Achsen, wie gross sind dieselben? 

Diese Fragen sind durch eine Diskussion zu erledigen, 
die sich im wesentlichen an den Versuch knüpfen wird, durch 
Koordinatentransformation eine der dort angeführten Gleichungs- 
formen zu erlangen. Dabei wird man sich zunächst nicht an 
das halten, was diese Formen trennt, sondern an das, was sie 
gemeinsam haben und daher im Hinblick auf die Hauptformen 
1), 2), 3) und 3a) die Forderung so stellen: 

Die gegebene Gleichung I soll so transformirt 
werden, dass nach der Transformation die Glieder 
ersten Grades und die Produktglieder fehlen, d. h. 
dass die Koefficienten dieser Glieder verschwinden. 

Die Entfernung der Glieder ersten Grades ist bereits in 
§ 14 behandelt worden; der Vollständigkeit wegen mag aber 
das Ergebniss noch einmal angeführt werden. 

A. 

Parallelverschiebung. Transformation auf den Mittelpunkt. 

Es seien aßy die Koordinaten des neuen Anfangspunktes, 
bezogen auf das alte System und Xi y^ z^ die neuen Koordinaten. 
Die Transformationsformeln sind dann: 
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Man bestimme a, ßj y aus den Gleichungen ersten Grades : 

«21« + «22^ + »28^ -j- «24 = 2) 

«31« + «8«/5 + «387 + «84 = 

und berechne darauf a'^ nach der Formel: 

«44 = «41« + «42/5 + a^gy + «44 ä) 

oder, nach Einsetzen von a, /?, y aus 2): 

3 a) 



«44 = 



J' 



WO D und J die folgenden Determinanten vierten und dritten 
Grades bedeuten: 



D = 



«llJ «127 «18> «14 
«21> «22> «28> «24 
«81? « 



82? «88? «84 



«41» « 



42J «48y « 



44 



.^ = 



«11? «12? «18 
«21? «22? «28 
«31? «82? «38 



4) 



Da «12 = «21, «13 = «81 u. s. w., so sind die beiden Deter- 
minanten symmetrisch. A ist übrigens die zu «44 zugehörende 
ünterdeterminante von D. 

Die neue Gleichung ist: 

«11^1^ + «22^1^ + «38^1^ + 2«23yi^l + 2«8i^iiri + |l^ 

2«l2^iyi + «44 = 0. 

Die Glieder ersten Grades sind verschwunden und die 
Constante «44 ist durch eine andere Constante «44 ersetzt 
worden. Die Koefficienten der Glieder zweiten Grades aber 
sind unverändert geblieben. 

Drehung. Transformation auf die Hauptachsen. 

Die nun zu stellende Forderung ist folgende: 
Gegeben eine beliebige homogene Funktion 
zweiten Grades in x^y^z^: 

F{x^y^z^) = «11^1^ + «222^1^ + «38^1^ + 2«28yi^i + 5) 

2a^^z^x^ + ^(h^^iVv 
Dieselbe soll durch eine orthogonale Substitution 
der x^y^z^ in |, rf, f gemäss den Gleichungen 3) § 3 
oder 30 § 3.*) 



*) Die neun Koefficienten dieser Substitution sind im folgenden mit 
deutschen Lettern bezeichnet worden, um jeder Verwechselung mit den 
Koefficienten »n, Oia .... vorzubeugen. 

11 
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Äi = aif + Q^rj + QgC; S = a^x^ + bi^i + k^i 

a) yi = 6if + bgiy + bgC; b) ?y = OgiCi + bg^i + Ca-s^i 6) 
-2^1 = Cif + Cgiy + CgC; C = as^Ti + b^Vi + Cg^ 
in die Form: 

in welcher die Produktglieder fehlen, übergeführt 
werden. 

Dieses Problem spielt, analytisch aufgefasst und auch von 
drei Variablen auf eine beliebige Anzahl ausgedehnt, in vielen 
Zweigen der Mathematik, sowie in zahlreichen Anwendungen 
(z. B. in der Theorie der freien Achsen, in der Theorie der 
säcularen Variationen der Elemente der Planetenbahnen, in 
der Theorie der Hauptdrucke und Hauptdilatationen bei der 
elastischen Deformation) eine grosse und wichtige Rolle. Es 
hat auch eine ausserordentliche Fülle von Anregungen zu 
ausgezeichneten analytischen Untersuchungen gegeben und 
wenn auch hier selbstverständlich der einfachste und kürzeste 
Weg zur Lösung beschritten worden ist, so wird sich doch 
Gelegenheit bieten, einige derselben zu berühren. 

Es ist an sich gleichgiltig, ob man davon ausgeht, dass 
5) durch 6 a) in 7) übergeführt werden soll, oder ob man 
umgekehrt versucht, die Form 7) durch 6 b) in 5) zu ver- 
wandeln. Beide Ansätze müssen zuletzt zum selben Ziele 
führen ; hier ist der letztere gewählt worden, weil er geringeren 
Aufwand von Rechnung erfordert. 

Setzt man 6b) in 7) ein, so folgt: 

= ^(^yi^i). 
Werden die Quadrate entwickelt, so löst sich diese Iden- 
tität in die folgenden sechs Gleichungen auf: 

1) au=AiQi2-[-^a22+A3a32; 4) a23=-^ibiCi + ijb2C2H-A3b3C3 

2) a22=Xjbi^+l,i.^^+Xshs^\ 5)031 = ^101 + 1,0202 + ^3038) 

3) (h3 = kk^-\-k^^'\-h^3^l 6) ai2=-iiaibi+A2a2b2 + A3b3C3. 
Diese 6 Gleichungen 8) enthalten vorläufig zwölf Un- 
bekannte, nämlich die 3 Koefficienten Ai, Ag ^^^ h der trans- 
formirten Form 7) und die, neun Koefficienten Oi, Oa . . . der 
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orthogonalen Substitution 6). Da letztere aber, wie in § 3 ge- 
zeigt, durch drei von einander unabhängige Grössen, z. B. 
<p^ tp, d ausgedrückt werden können, so bleiben nur sechs 
Unbekannte. Also 6 Gleichungen und 6 Unbekannte! Das 
Problem ist bestimmt, d. h. weder unbestimmt, noch über- 
bestimmt. 

Die Einführung von % yf, d nach 10) § 3 in 8) empfiehlt 
sich aber ganz und gar nicht. Viel eher lässt sich vermuthen, 
da SS die Relationen des § 3 zwischen den neun Eichtungs- 
«osinus durch geschickte Anwendung zur Vereinfachung des 
Systems 8) dienen können. In der That bietet sich hierzu 
günstige Gelegenheit, wenn man diejenigen Gleichungen zu- 
sammenstellt, welche z. B. die drei Koefficienten a^, ag, Os 
enthalten, also 8i), 8«) und 85), sie der Eeihe nach mit 
<ti, bi und Ci multiplicirt und addirt. Man erhält: 
«iiöi+«2i&i+%iCi = Aiai(ai24-bi«+Ct«)+A2a2(aia,+bib2+CiC2)-f 

^sQsCölÖs + ^1^3 + C1C3). 

Also nach 4) und 5) § 3 überraschend einfach: 

«iiOi + «2161 + «3iCi = AiQi. 9> 

Solcher Gleichungen kann man offenbar durch analoge 
Umformungen im ganzen 9 bilden. Denn multiplicirt man 81), 
8q) und 85) mit ag, 62? ^2 oder mit a^, 63, C3 und addirt, so 
werden zwei Gleichungen gebildet, die aus 9) entstehen, wenn 
in der Reihe: ai, bi, q, X^ der Index 1 durch 2 oder 3 ersetzt 
wird. Dann aber kann man dieselben Operationen an 82), 84) 
und 80), sowie an 83), 84) und 85) ausüben und erhält so in 
der That 9 Gleichungen von der Form 9). 

Dieselben zerfallen in drei Gruppen. Die erste ent- 
hält Qi bj, Ci und ^1, die zweite: Og, bg, Cg und hj die dritte: 
<^3j hy C3 und A3. Sie stimmen alle drei in ihrem Bau voll- 
kommen überein, nur dass eben in den Koefficienten a, b^ 
c und X einmal der Index 1, dann 2, dann 3 zu setzen ist. 
Lässt man also diesen Index vorläufig ganz fort, schreibt also 
einfach a, b, c und X, und bringt alle Glieder auf die linke 
Seite, so erhält man dreimal das System von drei Glei- 
chungen : 

(an— A) a + ai2 b + ^3 c = 

«21 a + («22— A)b 4-028 c = 10) 

«31 a 4- «32 b •+-{ass—X)c = 

II* 
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'WO mithin statt a, b, c, X der Eeihe nach zu setzen ist: 

^1) ^IJ Cl> ^IJ Ö2, V2, C2, A2; 03, bsj C37 ^3" 11) 

Wird noch die Gleichung: 

a« + b« + c2 = 1 12) 

hinzugefügt, so liegt in 10) und 12) ein vollständiges 
System von vier Gleichungen mit vier Unbekannten 
vor, das für eine jede der drei Eeihen 11) gelten muss. 

Das ist wohl schon eine sehr erhebliche Vereinfachung 
des Problems, da jetzt nur noch vier Gleichungen mit vier 
Unbekannten zu behandeln sind. Aber die Gleichungen 10) 
sind sogar linear in Bezug auf die Substitutionskoefficienten 
a, b, c, während die ursprünglichen Gleichungen 8) vom 
zweiten Grade waren. Ausserdem sind die Gleichungen 10) 
auch noch homogen und beziehen sich somit nur auf die Ver- 
hältnisse a : b : c. 

Daraus folgt weiter, dass die drei Gleichungen 10) in 
Bezug auf a, b, c nicht unabhängig von einander sein können^ 
weil sie sonst nur die selbstverständliche Lösung a = b = c = 
haben würden, die aber nach 12) für uns keine Lösung ist. 
Es muss vielmehr jede von ihnen eine Folge der beiden 
anderen sein und hierfür ist nach I, § 20 die noth wendige 
Bedingung, dass die Determinante aus den 9 Koefficienten in 
10) verschwinde, also: 

ttii A, «12? %3 

^ a2i, »22 ^ ^23 1^) 

%1> %2j %3 X 

Diese Gleichung enthält nur noch die Unbekannte k und sie 
muss nach dem Vorangegangenen sowohl für A = Ai, als auch 
für A = ^2, als auch für X = A3 gelten. Andererseits wird sie^ 
wenn man die Determinante entwickelt, vom dritten Grade 
und hat somit auch wirklich drei Wurzeln. Daher endlich: 

^ij ^» ^> d- h. die drei Koefficienten der neuen 
Form 7) sind die drei Wurzeln ein und derselben kubi- 
schen Gleichung 13). 

Man bezeichnet sie als Resolvente des Problems. Sie sei 
gelöst. Setzt man nunmehr für X eine der Wurzeln ein, so 
können die drei Gleichungen 10) nicht mehr von einander 
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imabhängig sein. Irgend zwei von ihnen geben sofort das 
gesuchte Verhältniss a : b : c. So etwa die beiden ersten : 



c : b : c = 



a 



12> 



«13 



^22 r^ «23 

= m 

und damit nach 12): 

m 



«11— A, a 



«21J 



a 



18 
28 



n 



«11 k^ «12 

«21> ^2 ^^ 



14) 



a = 



b = 



n 



± Mm^ + w2 + jp«' ± Vm« + w2 -|-2?8' 






P 



15) 



d. h. die Richtung der entsprechenden Hauptachse. 
Damit ist das Problem der Transformation in 



» 



drei 



Quadrate" durch eine orthogonale Substitution gelöst. Die 
kubische Gleichung 13) liefert die drei Koefficienten der 
neuen Form, während die Gleichungen 10) und 12) bezw. 
14) und 15) die Richtungen der neuen Koordinaten- 
achsen, d. h. der Hauptachsen der Fläche ergeben. 



Diese Untersuchung über die Transformation in drei 
<5uadrate ist so geführt worden, dass sie sofort auch auf 
^ Quadrate übertragen werden kann. Die Lösung selbst ist 
Ton äusserster Einfachheit und Klarheit; aber noch sind be- 
rechtigte Zweifel zu zerstreuen, ob sie auch in allen Fällen 
giltig bleibt. 

Es sind ihrer drei, nämlich: Erster Einwurf: Die Be- 
stimmung der k und o, b, c stützt sich lediglich auf die 
Gleichungen 10), 12), 13), beziehungsweise auf die aus ihnen 
abgeleiteten Folgerungen 13), 14) und 15). Darnach wird die 
Richtung jeder Achse ganz unabhängig von der der anderen 
Achsen ermittelt. Stehen diese dann nun auch thatsächlich 
aufeinander senkrecht, wie es sein soll? 

Um sich hiervon zu überzeugen, wird man wohl nicht 
umhin können, aus den drei Systemen 10), die durch Einsetzen 
der Reihen 11) entstehen, die Bedingung des Senkrechtstehens 
abzuleiten. Man setze also zunächst in 10) die erste Reihe 
<^i> ^1? Ci> hl multiplicire dann mit Og, b2, Ca und addire. Es 
folgt: 
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«Il«l02 + «226162 + «38<^lC2 + «23 (61 C2 + C162) + «31 i^^ + «lO + 

«12 (0162 + 61Ö2) = ^1 (öiOg + bibg + C1C2). 
Nun setze man umgekehrt in 10) die zweite Reihe a2b2C2i^ 
ein, multiplicire mit a^, bi, q und addire; so entsteht eine 
neue Formel von ganz gleichem Bau, nur dass eben die beiden 
Reihen miteinander vertauscht sind. Dabei bleibt aber die 
linke Seite, wie man sieht, durchaus unverändert und auch 
auf der rechten ist nur X^ durch Ag zu ersetzen. Durch Sub- 
traktion folgt also: 

(^1 — ^) (0102 + iA + C1C2) = 0. 
oder, wenn l^ und i^ zwei verschiedene Wurzeln der Glei- 
chung 13) sind: 

O1O2 + biba + C1C2 = 0. 

Dies ist aber nach 15) § 1 die Bedingung des Senkrecht- 
stehens. Daher : 

Wenn die drei Wurzeln X^, A^, A3 der kubischen 
Gleichung 13) von einander verschieden sind, so 
stehen die drei durch 15) bestimmten Richtungen in 
der That aufeinander senkrecht. 

Man kann dann aus den drei Systemen 10) auf umgekehrtem 
Wege wieder zu 8), d. h. zu den Ausgangsformeln für die 
Umwandlung in drei Quadrate zurückgelangen. 

Zweiter Einwurf Wenn die kubische Gleichung 13) 
imaginäre, oder vielmehr komplexe Wurzeln hätte, so würden 
auch die zugehörigen Achsenrichtungen imaginär werden. Die 
Transformation wäre auf reelle Weise nicht möglich, die 
Lösung also in diesem Falle geometrisch werthlos! 

Dem gegenüber hat man auf verschiedene, äusserst scharf- 
sinnige Weisen dargethan, dass gerade diese Gleichung 13) 
niemals komplexe, sondern immer nur reelle Wurzeln haben 
kann, vorausgesetzt natürlich, dass an, a^^ ... reelle, wenn 
auch sonst beliebige Werthe haben. Der folgende geniale und 
sehr einfache Beweis rührt von Camby her. 

Bekanntlich treten komplexe Wurzeln bei Gleichungen mit 
reellen Koefflcienten immer nur paarweise und conjugirt aut 
Es seien also Xi = p + qi und X^ =p — qi zwei solche 
Wurzeln. Natürlich werden auch die zugehörigen Richtungs- 
cosinus complex und zwar ebenfalls conjugirt complex, also« 
von der Form: 
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Ol = Pi + Qti; bi = P2 + Q2i; k = Ps + Q^i 

Qa = Pi — Qi i; bg = P2 — Q2 i\ C2 = P3 — Q^r. 
Mit diesen Werthen erhält die Bedingung aiOa + bibg + 
qcg = das Ansehen: 

A' + Qi' + P2' + Q^ + Pg^ + <23^ = 

und zerfällt daher, da sämmtliche P und Q reell sein sollen, 
in die sechs Gleichungen: 

P, = P2 = P3 = (2, = (^2 = <23 = 0. 
Daher auch: 

Qi = bi = Ci = 02 = ba = C2 = 0. 
Dies widerspricht aber der ausdrücklichen Verwerfung der 
selbstverständlichen Lösung a = b = c = des Systems 10). 
Die Gleichung 13) kann also nur reelle Wurzeln haben. 

Dritter Einwurf. Wenn die Gleichung 13) zwei gleiche 
Wurzeln hat, etwa A^ = A2, so scheint es doch fast, als ob 
nach 10) und 12) auch a^ = Og, b^ = bg, Ci = Cg sein müsse 
und daher die entsprechenden Achsen nicht mehr senkrecht 
aufeinander stehen, sondern zusammenfallen! 

Diesen dritten und letzten Einwurf ganz zu vernichten, 
hat die grösste Anstrengung gekostet und (von 3 auf n er- 
weitert), die tiefsten Untersuchungen erfordert, welche hier 
für n = 3 ergeben haben, dass nach Einsetzen einer solchen 
doppelten Wurzel der Gleichung 13) in 10) diese drei Glei- 
chungen nicht mehr, wie im allgemeinen Falle zwei, sondern 
nur noch eine unabhängige Gleichung bedeuten, oder dass 
diese Gleichungen sich dann nur noch durch constante Faktoren 
von einander unterscheiden. Es bleibt also nur eine 
Gleichung übrig von der Form: 

A(x-\'Bh+ Cz = 0, 
welche unzählig viele, in einer Ebene liegende Richtungen 
ergiebt (siehe 15 b) § 1), aus denen man irgend zwei zu ein- 
ander senkrechte nach Belieben auswählen darf. Dann ist 
die neue Form: 

und die Fläche erweist sich als ümdrehungsfläche .*) 

Der strenge Beweis dieses an sich recht einleuchtenden 
Resultates ist aber, wie gesagt, nicht leicht und soll daher 



*) Siehe den besonderen Fall in § 14. 
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auch nur deswegen geführt werden, weil dabei noch für die 
Fortsetzung der Diskussion im nächsten § etwas abfällt. Er 
stützt sich auf die folgenden Eigenschaften symmetrischer 
Determinanten. Es sei: 

^ = a2i, ^22) 0^23 

eine symmetrische Determinante, also ajg = «si, (hz = ^u 
a^s = «82- Ferner seien Ä^, A^^ ... die zu «n, Oig . . . ge- 
hörenden Unterdeterminanten, also auch: 

Ai2 = -«21 > -^28 ^^ -^32> -^81 ^= -^18* 

Dann gilt folgender Satz: 

Wenn J = 0, so haben die zu den Diagonalelementen a^, 
^22> %3 gehörenden Unterdeterminanten JL^, -^gg, ^3« dasselbe 
Vorzeichen. [Die apq selbstverständlich reell]. 

Beweis: Für A = gilt nach I, § 20 die Proportion: 

All ' -^12 * -^18 ^^ A21 : -«22 .* -4^3 = A^i : ^32 : -«33, 
also im besonderen: 

All • -^12 ^^^ -^21* -^22 ) ^* ■*^* -"11 * -^22^^^ -^12 *-"2i) ocler (da -^12 ^-^21) 

-^11 • -^22 = (-^12) • 
{Ai^y ist aber positiv oder höchstens = 0, also können 

All lind ^22 nicht verschiedene Vorzeichen haben. Ein gleiches 

folgt für All und A^^ sowie für A^^ und A^, q. e. d. 

Aus der letzten Gleichung ist femer der Schluss zu 
ziehen : 

Wenn A = und eine zu einem Diagonalelement zugehörende 
Unterdeterminante ebenfalls = 0, z. B. An = 0, so sind alle 
in derselben Reihe stehenden Unterdeterminanten = 0, d. h. 
auch A12 = -4i8 = 0. 

Und endlich: 

Wenn J = und An = A22 = A^^ = 0, so ist auch 
A12 = A2Z = A^i = 0, d. h. es verschwinden alle Unterdeter- 
minanten von A, 

Mit Hilfe dieser Sätze gelingt nun der gesuchte Beweis 
wie folgt. Die Gleichung 13) erhält nach Entwickelimg der 
Determinante, wenn noch die Vorzeichen aller Glieder ge- 
wechselt werden, die Gestalt: 

)fi — }i''s + U—A = 0, 13a) 

wo s und t folgende Bedeutung haben: 
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S = (hl + <h2 + «83 16) 

if = «22 • «88 + «83 • «11 + «11 • «22 " «98^ «81* «12^ 1') 

-während A die schon in 4) angegebene Detenninante ist 
Sind ^1, A3, A3 die drei Wurzeln, so ist also identisch: 

ls — X'^s + U — A = {l — Xi){X — X^)(l — As). 
Daher : 

Ai r A9 + Ag = S 

^2^8 ~| AgAi -"t" A1A2 = t 18) 

Für Ai = Aa also : 

2Ai 4- Ag = s, 2A1A3 + Ai« = ^ 

und nach Elimination von A3 : 

3Ai2_2AiS + ^ = 0, 

d. h. eine etwaige doppelte Wurzel von 13 a) genügt auch der 

Gleichung : 

3A2 — 2As + ^ = 18a) 

(die auch aus 13 a) durch Differentiiren entstehen würde). 
Nach Einsetzen der Werthe von s und t nimmt aber die 
letztere Gleichung 18 a) bei ganz geringer Umformung die 
Gestalt an: 19) 



«22 A, «28 

«82 J «38 A 



+ 



+ 



«11 ^ «12 

«21 > «22 ^ 



= 



«88 A, Ägl 

«13 j «11 

und nun können die vorhin abgeleiteten Sätze sofort angewendet 
werden. Denn die in 19) auftretenden drei Determinanten 
sind die drei zu den Diagonalelementen der symmetrischen 
und verschwindenden Determinante 13) gehörenden ünter- 
determinanten. Sie können also nur dasselbe Vorzeichen 
haben, oder zum Theil oder auch alle = sein. Da aber 
nach 19) ihre Summe = sein soll, so muss hier das letzte 
eintreten. Dann aber sind, wie gezeigt, alle Unterdeterminanten 
von 13) = 0, d. h. die drei Gleichungen 10) werden, von 
Constanten Faktoren abgesehen, identisch. Es muss also sein: 

«11 A : (1^2 • 0^18 ^^^ «21 * «22 — A : «23 = «si : «32 ♦ «33 A, 
oder, wenn man den gemeinsamen Werth dieser Verhältnisse 
mit u:v:w bezeichnet, nach Einfuhrung dreier Faktoren Ai, 



/?2j f^S 



(I21 = AJ2^> «22 — ''' ^^ ^2^> «23 ^^^ K^W^ 

%i = k^U^ ^82 ^^ ^3^> «38 — A = k^W 
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Da nun a^s = «82- %i = «is? %2 = ^u 
so folgt femer: 

und man kann setzen: 

Aj = Ä • M, Jc2 =^ Je • V, JCq = k • w. 

Also endlich: 

«23 = kvw , «31 = Äe<;t* , «12 = Ät^i;. 
Diese Formeln sind aber identisch mit den Formeln 18) 
§ 14 für eine Rotationsfläche, wenn statt a, b, c dort gesetzt 
wird u, V, w. 

Damit ist also auch der dritte Einwurf zurückgeschlagen. 

Sollten endlich alle drei Wurzeln der Gleichung 13 a) 

einander gleich sein, also A = Ai = ^ = ig, so folgt aus 18) : 

3A = s, 3A2 = t, also s^—^t = 0, 
oder nach Einführung von s und t aus 16) und 17): 

[«ll^+^2* + «38^ — 0^22 • 0^83 — «83 * «11 — «11 * «22] + ^<^^^^ + 

3a3i2 + 3ai2' = 0. 
Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist aber iden- 
tisch mit: 

2 [(«22 — «SS)^ + («38 — «11)' + («11 — «22)*] 

Für reelle Werthe der Koefftcienten kann daher die Be- 
dingung s2 — 3^ = nur erfüllt werden, wenn : 

«11 = «22 = «88 (= ^) 
und «23 = «81 = «]2 = 0, 

d. h. wenn die Fläche eine Kugel ist. Dann verschwindet 
das System 10) identisch, wie es ja auch sein muss, da nun- 
mehr jede Achse eine Hauptachse ist. 

Die anfangs vielleicht berechtigten Zweifel an einer in 
allen Fällen möglichen orthogonalen Transformation in drei 
Quadrate sind also vollständig zerstreut. Sowohl die drei 
neuen Koefftcienten Ai, Ag, ^ als auch die drei Achsenrichtungen 
sind stets reell und der Ausnahmefall, dass zwei der X ein- 
ander gleich sind, bietet nur die Möglichkeit unendlich vieler 
solcher Transformationen, da dann die Fläche eine Umdrehungs- 
fläche oder, wenn gar alle drei X gleich sind, eine Kugel ist. 
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Bestimmung der Art der Fläche. Nach Ausführung 
der Parallelverschiebung und der Drehung ist die gegebene 
Gleichung auf die Form reducirt worden : 

k^ + W + W + «44 = III) 

und die Art der Fläche, [ob I), II), III) oder I a) in § 14] 
hängt nur noch von den Vorzeichen der vier Koefficienten 
>li? ^> ^> «',44 ab. Sind sie z. B. alle vier positiv oder alle 
vier negativ, so liegt I a), ein imaginäres EUipsoid, vor. Sind 
K^ K) K positiv, a'44 negativ oder umgekehrt, so ist die Fläche 
ein reelles EUipsoid I) u. s. w. 

Da «'4^ = — und nach 18) zl = Ai«A2*^3i so erhält III) 

nach Division mit — a\^ (um die Constante in Ueberein- 
stimmung mit den Formen I, II, III, I a = — 1 zu machen) 
die Gestalt: 

£2 ^2 ^9 . 

i |_ ^ -j_ _i 1 _ 0. IV) 

— ja — J3 — J2 

In Bezug auf die Vorzeichen der Produkte A2 • Ag, Ag • Ai, 
Ai • Aa sind nur die folgenden zwei Fälle möglich. Entweder 
sind sie alle drei positiv, wenn nämlich A^, A^ und Ag alle 
drei dasselbe Vorzeichen haben, oder es sind zwei negativ, 
das dritte positiv, wenn Aj, Ag und Ag nicht alle drei dasselbe 
Vorzeichen haben. Da nun (zJ)^ an sich positiv ist, so ent- 
nimmt man aus der Formel IV) bei Vergleichung mit den 
Formen I), II), III), la) § 14 die folgenden Kriterien: 

1) Ai, A9 und Ag haben alle drei dasselbe Vorzeichen, 

D negativ, so I) (reelles EUipsoid), 

2) Aj, Aa und A3 haben alle drei dasselbe Vorzeichen, 

D positiv, so I a) (imaginäres EUipsoid), 

3) Ai, Aa und Ag haben nicht alle dasselbe Vorzeichen, 

D negativ, so III) (zweischaliges Hyperboloid), 

4) Ai, Aa und Ag haben nicht alle dasselbe Vorzeichen, 

D positiv, so II) (eiuschaliges Hyperboloid). 

Um aber die Vorzeichen von A^, A^ und A3 zu ermitteln, ist 
es gar nicht erst nöthig, die kubische Gleichung 13 a) auf- 
zulösen. Denn man kann sofort die berühmte Zeichen- 



20) 
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regel von Cartesius anwenden, welche folgendermaösen 
lautet:*) 

Wird eine Gleichung w*®"^ Grades nach fallenden (oder 

steigenden) Potenzen von x geordnet: 

aoi^ + lo^-^ + cx'"-^ + äoö^^ . . . = 0, 

so sind höchstens so viel positive Wurzeln vorhanden, wie 
Zeichenwechsel in den Koefficienten a, h, c, d . . , und 
höchstens so viel negative Wurzeln, wie Zeichenfolgen. 
Diese Höchstzahl wird erreicht, wenn die Wurzeln sämmtlich 
reell sind. 

Das letztere ist hier der Fall für die Gleichung 13 a): 

P — sP + tX — J = 0. 13a) 

Aj, Aa und A3 mithin alle drei positiv, wenn s, t und A positiv; 

alle drei negativ, wenn t positiv, s und A negativ. Ai, i^ 

und Jlg haben aber verschiedene Vorzeichen, wenn t negativ, 

oder wenn s und A entgegengesetzte Vorzeichen haben, oder 

auch wenn beides der Fall ist, da es dann in der Reihe der 

Koefficienten : 

1, — s, ^, — A 

sowohl Zeichenwechsel, als auch Zeichenfolgen giebt. Die 
Kriterien 20) sind also durch die nun folgenden zu ersetzen: 

1) Reelles EUipsoid I), wenn t positiv, s und A beide) 

positiv oder beide negativ, D negativ. 

2) Imaginäres EUipsoid la), wenn t positiv, s und A 

beide positiv oder beide negativ, D positiv. 

3) Zweischaliges Hyperboloid III), wenn t negativ, 

oder wenn s und A ungleiche Vorzeichen haben, 
oder wenn beides der Fall, D negativ. 

4) Einschaliges Hyperboloid II), wenn t negativ, oder 

wenn s und A ungleiche Vorzeichen haben, 
oder wenn beides der Fall, D positiv. 

Wenn es also nur darauf ankommt, die Art der durch 
eine gegebene Gleichung 1) gegebenen Fläche zu erkennen, so 
hat man nichts weiter zu thun, als die vier Grössen: 

s, t, A, B 22) 

*) Derjenige Leser, dem sie bisher nicht bekannt sein sollte, suche sie 
für w = 3 selbstständig zu beweisen. 



^21) 
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ZU berechnen und auch dies nur so weit, bis ihre Vorzeichen 
festgestellt sind. Denn diese geben dann nach 21) mit unfehl- 
barer Sicherheit die Entscheidung. 

Anmerkung. Die vier Grössen 22) sind die sogenannten 
Invarianten der gegebenen Gleichung I) für eine beliebige 
rechtwinklige Koordinatentransformation, da sich ihre Werthe, 
wie man hinterher ohne grosse Mühe zeigen kann, bei keiner 
solchen Transformation ändern. Dabei wird aber vorausgesetzt, 
dass die Gleichung nicht gelegentlich mit einem Faktor h 
multiplicirt werde, denn dann werden s, t, A und D, da sie in 
Bezug auf a^^, a^z - - homogen und der Reihe nach vom ersten, 
zweiten, dritten und vierten Grade sind, mit k, Jc\ k^ und A* 
multiplicirt. 

Uebnngsanfgabeu. 

1. Ist es stets möglich aus einer Gleichung zweiter Ordnung die rein 
quadratischen Glieder zu entfernen? Welche Bedingung muss erfüllt sein? 
Was folgt aus ihr für den Asymptotenkegel der Fläche? 

2. Man mache den Ansatz ^ = und ziehe Folgerungen für den 
Asymptotenkegel der Fläche. 

3. Unter der Voraussetzung, dass die allgemeine Gleichung I) ein 

Ellipsoid darstelle, das Volumen desselben durch die 10 Koefficienten On, 

4 
«12, ... «44 auszudrücken. (Volumen = -ö^abc). 



§ 16. 

Ausnabmef alle zur Diskussion der allgemeinen Oleichung 
zweiten Grades. Durchrechnung eines numerischen 

Beispiels. 

Die Uebersicht über die Ausnahmefälle wird sehr erleichtert, 
wenn man die Reihenfolge der beiden Transformationen A) 
und B) § 15 der gegebenen Gleichung: 

aii^^+»22y^+«83^® + 2a282/^+ 2a3i^^+ 2ai2^y + 2ai4ir + 

2«24y + 2^84^ + «44 = I) 

umkehrt, also erst dreht und dann parallel verschiebt. Der 
dabei einzuschlagende Gang ist kurz folgender: 
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A') Drehung. 

Dann transformiren sich die Glieder zweiten Grades unter- 
einander und die Glieder ersten Grades untereinander; jede 
Gruppe unabhängig von der anderen. Nach den kritischen 
Untersuchungen des vorigen § ist es daher auch hier immer 
möglich, die Glieder zweiten Grades in drei Quadrate: 

zu verwandeln, wobei die zugehörigen Formeln des Ab- 
schnittes B) wörtlich entnommen werden müssen. Die Glieder 
ersten Grades transformiren sich in andere Glieder ersten 

Grades : 

2a\^x^ + 2a',4yi + 2a'si0v^ 

Die Ausdrücke für a\^, a\2i, «84 findet man ohne Mühe: 

«'u = »U^l + «241^1 + «34^1 

«'24 = «1402 + «24''2 + «34^ 2) 

ö^ 34 = «I4Ö8 + 0^2463 + «84<^3- 

Die Constante «44 bleibt unverändert. Die transformirte 
Gleichung ist daher: 

^ A ' + ^yi ' + ^8% * + 2a u^i + ^^ul/i + 2a 34^1 + »44 = 0. H a) 

B) Parallelverschiebung. 

Man setze in IIa): 

(Die Verschiebungen sind mit a', ß*, y* bezeichnet worden, 
um Verwechselungen mit den alten Verschiebungen a, ß, y in 
A) § 15 vorzubeugen.) 

Die Gleichung IIa) wird dann: 

^if'+W + ^f' + 2(a'i4 + ^ia')f + 2(a',4 + A2)80^ 
+ 2 (a'84 + ^y C + \KW + hißf + Wy + 2a\4a' + II D) 

2a'24)ß' + 2a'34y' + «44] = 0. 
Die Glieder ersten Grades verschwinden, wenn: 

^1 ^ ^3 

Darauf wird die neue Constante: 

ni »14 »24 »34 , _ ev 

»44 ö 1 \ T »44 ^) 



K 



»'S 
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und man erhält abermals die Gleichung: 

h^^ + W + ^sC^ + «'44 = 0, III) 

woraus übrigens folgt, dass der Werth von a\^ aus 5) mit 
dem aus der früheren Formel: 

«'u=^ 6) 

errechneten übereinstimmen muss. 

Die Ueberfiihrung yon I) in II a) durch 1) ist, wie erwiesen, 
stets möglich. Man kann daher beim Aufsuchen von Aus- 
nahmefällen die einfachere Form Ha) voraussetzen und sich 
so die Untersuchung zunächst wesentlich erleichtem. 



7) 



Es sei also die Gleichung IIa) gegeben. Die Formeln 4) 
lehren, dass die Transformation 3) nur dann unmöglich werden 
kann, wenn X^ oder i^ oder i^ verschwindet. Es sei dies 
nicht der Fall, so lehrt die Form III), dass die Fläche ein 
Kegel ist, wenn a'44 = und zwar: 

Eeeller Kegel IV § 14), wenn a\^=^(^ und 
Ai, Aa, Ag nicht alle dasselbe Vorzeichen. 
Imaginärer Kegel IVa § 14) wenn 0^44= und 
Aj, ^2) ^3 alle dasselbe Vorzeichen. 

Andere Ausnahmefalle giebt es nicht, wenn keiner der 
Koefißcienten Ai, ^, Ag verschwindet und man hat also nur 
noch die Annahme zu prüfen, dass zunächst einer, etwa 
A3 = ist: 

h = 0. 

Es fehlt dann in IIa) das dritte Glied Ag^i®- Macht man 
auch hier den Ansatz einer Parallelverschiebung 3), so bleibt 
nach II b) der Koefficient von C unverändert. Dagegen können 
die Koefficienten von f und iy = gesetzt werden, worauf 
a' und ß' wie vorhin durch die Formeln bestimmt sind: 

Da noch y' zur Verfügung steht, wird man die Constante 
in IIb) zum Verschwinden bringen. 
Man erhält dann: 






14 ^^24 I ^ 

K h"^ '' 9) 



2a 



34 



10) 



176 •§ 1^* Ansnahmefälle der Gleichung zweiten Grades. 

und an Stelle von III) tritt nun die Gleichung: 

Aif«+ W+2aU = 0. lila) 

Die Fläche ist also nach V) oder VI) § 14) ein Paraboloid 
und zwar: 

Elliptisches Paraboloid, wenn ils = und V 

und ^ dasselbe Vorzeichen haben. 
Hyperbolisches Paraboloid, wenn Ag = und 
Ai und X2 entgegengesetzte Vorzeichen 
haben. 

Ein Ausnahmefall hiervon tritt wieder ein, wenn a*^ = 0, 

da dann nach 9) y* = 00 oder, wenn auch der Zähler in 9) 

= sein sollte, unbestimmt wird. Man setze daher den 

Fall, dass in IIa): , ^ , . ^ 
' ^ Ag = und a'34 = 0. 

Die Gleichung II a) wird dann : 

^1^1' + hyi^ + 2a'u^i + Sa'a^^i 4- a^^ = 0. II c) 

Sie enthält nicht mehr die Veränderliche 0^ und stellt also 
nach § 5 einen Cylinder vor, dessen Kanten zur ;eri-Achse 
parallel sind. Um zu entscheiden, welcher Art dieser Cylinder 
ist, verschiebe man in der iCi^i-Ebene parallel: 

und bestimme, wie vorhin, a* und ß* durch die Formeln: 



a'=-^, ß' = - 



Statt der Gleichung III a) entsteht dann als Endgleichung: 

^if ' + W + «u = 0, lUb) 

wo zur Abkürzung gesetzt worden: 

«',, = -^-^ + a^. 12) 

Die Kriterien sind daher: 
Eeeller elliptischer Cylinder VII § 14), wenn 

A3 = 0, «84= 0, Ai, Aa und ( — a'44) gleiche 

Vorzeichen. 
Imaginärer elliptischer Cylinder Vlla § 14), 

wenn ^ = 0, a'gA = 0, Aj, A^ und a*^^ gleiche^ 13) 

Vorzeichen. 
Hyperbolischer Cylinder VIII § 14), wenn 

Xq = 0, a84 = 0, kl und Aj entgegengesetzte 

Vorzeichen. 
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Auszunehmen ist wieder der Fall, dass a'44 = 0. Dann 
wird die Gleichung III b): 

hP + XiV^ = nie) 

und giebt also zwei Ebenen: 



Daher : 

Zwei sich schneidende reelle Ebenen, wenn 
4 = 0, a'84 = 0, «'^4 = und X^ und ^ ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. 

Zwei sich schneidende imaginäre Ebenen 
(d. h. ein unendlich dünner elliptischer 
Cylinder), wenn A3 = 0, a'gi = 0, a 44 = 0, 
Ai und X2 dasselbe Vorzeichen. 



14) 



15) 






Mehr Ausnahmefälle giebt es nicht, wenn nur eine der 
drei Grössen i^, X2, A3 verschwindet. Es seien also zwei, etwa: 

A^ ■ U, Ag ■ U. 

Die Gleichung IIa) wird dann: 

h^i^+ 2a\^Xi + 2a*24l/i + 2a'34% + a^^ = 0. Ild) 

Man kann jetzt unbeschadet der Allgemeinheit einen der 
beiden Koefflcienten a'24 und a'g^ = setzen. Denn da zwei 
der A = 0, also auch einander gleich sind, so ist die Fläche 
(wenn auch nur im uneigentlichen Sinn) eine Umdrehungs- 
fläche. Damit stimmt, dass man, ohne die Form Ild) zu ändern, 
noch um die a^i-Achse drehen kann, wobei nur a'24 ^^^ ^34 
ihre Werthe ändern. Es werde also a'g^ =: gesetzt, und 
die Gleichung Ild) in der Form angenommen: 

^1^1^ + 2a\^Xi + 2a'24yi + «44 = 0. Ild) 

Nun verschiebe man in der ii^i^i-Ebene parallel: 

setze : ^ 



»14 



a' 



a 



14 



h ' 



ß = 



h 



+ «- 



44 



2 a 



24 



SO wird die transformirte Gleichung: 

hP + 2a'24iy = 0. 
Daher : 
Parabolischer Cylinder IX § 14), wenn i^ 



Illd) 

A3 = 0. 16) 

12 
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Ein Ausnahmefall tritt wieder ein, wenn schon von vorn- 
herein in II d) beide Koefficienten a'24 und a'g^ verschwinden, 
also II d) die Form hatte: 

X^Xj^ + 2a\^x^ + «44 = 0. lle) 

Dann enthält die Gleichung nur noch x^. Also: 

Zwei parallele (reelle oder imaginäre oder 

zusammenfallende) Ebenen, wennA3 = oA 17) 
Xs = 0, a*2i = 0, a'34 = 0. 

Ein anderer Ausnahmefall ist nicht mehr möglich, es sei 
denn, dass alle drei X verschwinden. Dann . enthält die 
Gleichung IIa), also auch die gegebene Gleichung I) keine 
Glieder zweiten Grades. Sie reducirt sich auf den ersten 
Grad und stellt eine Ebene vor. Will man sie aber auch 
dann noch als Grenzfall einer Fläche zweiter Ordnung be- 
trachten, so schreibe man die linke Seite als das Produkt: 
(2ai4^ + 2024^ + 2a84^ + a^J {Ox + Oy + 0^ + 1). 

Die Fläche zerfällt also in die gegebene und in die un- 
endlich ferne Ebene. 

Sind gar alle Koefficienten in I) = 0, ausser »44, so ist 
auch diese gegebene Ebene unendlich fern, die Gleichung stellt, 
so zu sagen, die unendlich ferne Ebene doppelt vor. 

Sind endlich alle 10 Koefficienten = 0, so wird die Glei- 
chung zur Identität und hört auf, eine Gleichung, eine Be- 
dingung zu sein. 

Die Untersuchung der Ausnahmefälle ist hiermit voll- 
ständig erledigt. Wie auch immer eine Gleichung zweiten 
Grades in x, y, z aussehen mag, die in diesem und dem 
vorigen § durchgeführte „Diskussion" muss die Entscheidung 
über die Art der Fläche bringen. Und da diese Diskussion 
nur auf die in § 14) aufgezählten Flächen zweiter Ordnung 
geführt hati^ so giebt es eben keine anderen. 

Es ist noch wünschenswerth, die Kriterien 7), 10), 13), 15), 
16) und 17) von der reducirten Form IIa) auf die ursprüng- 
liche Form I) zu übertragen. Dies ist in den Hauptfallen 7) 

und 10) sofort geschehen, da a'44 = — und X^, X2, A3 Wurzeln 

der kubischen Gleichung sind: 

X^ — X^s + U — A = 18) 



da .die alte Formel: a'44 = — r hier nicht anwendbar ist und 
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Soll eine Wurzel, etwa ^ verschwinden, so muss hier- 
nach A = sein, worauf die beiden andern Wurzeln X^ und X2 
durch Auflösen der quadratischen Gleichung: 

i2_xs + t = 19) 

gefunden werden. Nicht ganz so einfach liegt 13). Es ist 
zunächst A = 0. Aber auch die zu 014, «24 ^nd «34 zugehörigen 
Unterdeterminanten von D müssen verschwinden, weil die Fläche 
eine ganze Mittellinie hat und die drei Gleichungen 2) § 15 
daher nicht von einander unabhängig sein können. Bei der 
Entwickelung von D nach den Elementen der vierten 
Horizontal- oder Vertikalreihe findet man daher 2) = 0, wie 
auch umgekehrt aus D = 0, A = sofort das Verschwinden 
der drei oben genannten ünterdeterminanten folgt (s. Seite 168). 
Mehr Schwierigkeiten macht aber die Umwandlung von a\^, 

D 

A 
die neue Formel 12) nur auf Umwegen von der Form IIa) 

auf I) übertragbar ist. Es bleibt dann nur übrig, die Glei- 
chungen 2) und 3) § 15 wieder aufzunehmen, diesmal aber mit 
der Massgabe, dass die Gleichungen 2) nicht von einander 
unabhängig sind und daher zwei von ihnen ausreichen. Man 
wird daher auch die eine Koordinate des Mittelpunkts, etwa y, 
beliebig annehmen und so irgend einen Punkt der Mittellinie 
bestimmen. Durch Einsetzen in 3) entsteht dann a'44 und 
zwar, wie sich hinterher leicht zeigen lässt, unabhängig von 
der Lage dieses Punktes auf der Mittellinie. 

Sollen, wie in 16), zwei A, etwa A^ und Ag verschwinden, so 
muss A = und ^ = sein, woraus (nach Seite 168) folgt, 
dass sämmtliche Unter determinanten von A den Werth Null 
haben. Es ist dann auch D = 0. In den Fällen 15) und 17) 
d. h. wenn die Fläche in zwei Ebenen zerfallen soll, müssen 
D = und A = 0, aber auch alle anderen Unterdeterminanten 
von D = sein. Denn die Schnittlinie der beiden Ebenen ist 
Mittellinie der Fläche, also muss aus zwei der drei Gleichungen 2) 
§ 15 wieder die dritte folgen. Andererseits muss a'44 = 
werden, d. h. die vier Gleichungen: 

«11« + «1«^ + »isy + »i4 = 

«81« + dsiß + «887 + «84 = ' 

«41« + «42/8 + a^sy + a44 = 12* 
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ergeben vier durch ein und dieselbe Gerade gehende Ebenen^ 
wenn a, ß^ y durch x^ y, z ersetzt werden. Und in dieser 
Geraden schneiden sich auch die beiden Ebenen, aus welchen 
die Fläche besteht. Also verschwindet die Determinante I> 
des Systems 20) und ihre sämmtlichen Unterdeterminanten. 

Alles in allem erhält man also folgende Zusammenstellung: 
der Ausnahmefalle: 

1) 2) = 0, J nicht = 0. 

Die Fläche ist ein Kegel, dessen Spitze durch irgend drei 
der vier Gleichungen 20) bestimmt wird. 

la) reeller Kegel, wenn t negativ, oder s und J 

ungleiche Vorzeichen, oder beides. 
Ib) imaginärer Kegel (unendlich kleines Ellip- 
soid), wenn t positiv, s und A gleiche Vor^ 
zeichen. 

2) J = 0, aber nicht D = 0. 

2a) Elliptisches Paraboloid, wenn t positiv. 
2b) Hyperbolisches Paraboloid, wenn t negativ. 

3) D = 0, z/ = 0, aber nicht alle Unterdeterminanten von 

D = 0. 

Die Fläche ist ein Cylinder, dessen Mittellinie als Schnitt- 
linie der drei Ebenen 2) § 15 bestimmt wird. 

3a) Reeller elliptischer Cylinder, wenn t positiv,. 

s und a'44 entgegengesetzte Vorzeichen. 
3b) Imaginärer elliptischer Cylinder, wenn t 

positiv, s und a'44 gleiche Vorzeichen. 
3c) Hyperbolischer Cylinder, wenn t negativ. 
3d) Parabolischer Cylinder, wenn ^ = (also da. 
auch z:/ = 0, sämmtliche Unterdeterminanten 
von zf/ = [Seite 168]). 
[Die in 3 a) und 3 b) genannte Grösse a\^ ist nach 3) § IS 
zu berechneu, nachdem irgend ein Punkt der durch 2) § 1& 
bestimmten Mittellinie eingesetzt worden ist. Uebrigens lässt 
sich zeigen, dass das Vorzeichen von a\^ in diesen beiden 
Fällen mit dem gemeinsamen Vorzeichen der drei zu a^, a^^ 
und «83 zugehörigen Unterdeterminanten von D überein- 
stimmt.] 
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4) 2) = 0, sämmtliche Unterdeterminanten von D, J mit 
eingeschlossen, verschwinden. 

Die Fläche zerfällt in zwei Ebenen, deren Durch- 
schnittslinie durch irgend zwei der vier Gleichungen 20) 
l)estimmt wird. Ist t nicht = 0, d. h. verschwinden nicht 
sämmtliche Unterdeterminanten von J, so liegt die Schnitt- 
linie in der „Endlichkeit", d. h. nicht unendlich fern. Die 
beiden Ebenen sind dann reell, wenn t negativ, imaginär 
{unendlich dünner elliptischer Cylinder), wenn t positiv. Ist 
aber ^ = 0, so zerfällt die Fläche in zwei parallele (reelle 
oder imaginäre) Ebenen. Als letzter Grenzfali ist noch zu 
-erwähnen, dass die beiden Ebenen zusammenfallen. Dann 
verschwinden auch alle Unterdeterminanten der Unterdeter- 
minanten von D (Unterdeterminanten zweiter Ordnung). Die 
vier Gleichungen 20) unterscheiden sich nur durch constante 
Faktoren und geben alle vier dieselbe Ebene, diejenige näm- 
lich, welche durch die gegebene Gleichung I) selbst doppelt 
-dargestellt wird. 



Die Diskussion der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 
ist nunmehr bis zum letzten Ende durchgeführt. Sie ist 
streng metrisch und hat es ausschliesslich mit Trans- 
formationen von rechtwinkligen auf andere rechtwink- 
lige Koordinaten zu thun. 

Als Ergänzung, welche auch der projektiven Auffassung 
{I, § 26) gerecht wird, ist ein kurzer Hinweis auf die all- 
-gemeinsten linearen Transformationen solcher Glei- 
chungen am Platze, wobei man am besten nach I, § 21 erst 
homogen macht, indem statt x, y, z gesetzt werden: 

X y z 
V V T 

Nach Multiplication mit P wird dann die Gleichung I) zu 
einer homogenen Gleichung zweiten Grades zwischen den 
vier Veränderlichen x, y, z, t, 

2«28^'2f + 2a242/^ + ^cLz^^ = 0. 1 a) 
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Setzt man nun irgend eine (homogene) lineare Trans- 
formation : 

y = hx^ + »2^1 + Vi + Kh 

t = d^Xi^ + d^t/x + c?8^i + dj^ 

In 1 a) ein, von der die Transformation rechtwinkliger Systeme 
in einander ein besonderer Fall ist (rf^ = dg = «'s = 0, ^4 = 1, 
so dass die letzte Gleichung t = ti(= 1) fortfallt u. s. w.), so 
kann nach allen Formen gefragt werden, welche 1 a) annehmen 
kann, insbesondere aber nach der Möglichkeit, die „reine" Form 
zu erlangen: 

h^i^ + A^s^i^ + Vi* + ^Ji^ = 0. 3a) 

Dass dieselbe auf unendlich viele Weisen erreicht werden 
kann, ist durch Abzählen sofort klar, da nur sechs Koefflcienten 
der quadratischen Form verschwinden sollen, während 16 Sub- 
stitutionskoefficienten in 2 a) zur Verfügung stehen. [Werden 
^ij^ij^ij^i allgemein als „tetraedrische" Koordinaten (siehe I, 
§ 21) angesehen, so muss das zu Grunde zu legende 
Tetraeder sich selbst polar werden. (I, § 22)]. Macht man 
die Voraussetzung, dass die Substitution 2 a) umkehrbar ist, 
dass also die Determinante der sechszehn Koefficienten nicht 
= sein soll, so gilt für alle möglichen Umformungen in 
Quadrate der folgende, sehr wichtige, auch als „Trägheits- 
gesetz" der quadratischen Formen bezeichnete Satz: 

Wie man auch eine gegebene quadratische Form 
la) durch eine Substitution 2a) mit reellen Koeffi- 
cienten „rein" darstellt, die Anzahl der Koefficienten 

Ai, A2> ^3> ^4> 

welche positiv sind, ist unabänderlich dieselbe und 
ein gleiches gilt dann selbstverständlich für die 
negativen. 

Denn gesetzt man habe zwei verschiedene Darstellungen 
von der Form 3 a), — die zweite möge mit 3' a) und ihre 
Koefficienten mit X\ . . . u. s. w. bezeichnet werden — und 
damit die Identität: 

hxi' + ^yi« + V,2 + xj^^ = i\x\^ + V^y\^^ A's-^'i' + ^'4^ 1' 
erlangt und es habe sich herausgestellt, dass das erste mal 
etwa drei der A, z. B. ^i, l^^ Ag positiv, l^ dagegen negativ; 
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das zweite mal dagegen nur zwei, X\, A^ positiv, die beiden 
andern X% und A'4 negativ seien. Dann schreibe man die 
Identität folgendermassen : 

SO stehen links und rechts nur positive Grössen, die sich im 
äussersten Falle auf null reduciren, wenn alle Glieder null 
werden. Der Ansatz: 

führt daher sofort zu dem Schlüsse, dass auch: 

^1 = yi = ^1 = ^\ — t\ = o 

und also auch: 

Nun aber ergeben die Bedingungen x\ = y^ = ^^ = 
nach ümkehrung von 2 a) resp. von 2'a) nur drei Gleichungen 
zwischen x, y, Zy t, welche stets erfüllt werden können, ohne 
dass zugleich x = y =^ 8 = t = ist. Die gemachte Vor- 
aussetzung ist also falsch, der Satz daher richtig. 

Aehnlich beweist man, dass wenn einmal ein X den Werlh 
hat, dies immer so sein muss; in welchem Falle daher die 
Form nicht durch vier, sondern durch drei Quadrate dar- 
gestellt wird. Und sind einmal gar zwei oder drei der A = 0, 
so ist dies auch immer so, die Form ist dann durch zwei 
oder durch ein Quadrat darstellbar. 

Betrachtet man von dem so gewonnenen und einen klaren 
Ueberblick gewährenden Standpunkt noch einmal die in § 14 
aufgezählten Formen, mit Rücksichtnahme erstens auf den 
Umstand, dass man durch Multiplication mit — 1 sämmtliche 
Vorzeichen wechseln kann und zweitens auf die Thatsache, 
dass auch die Formen V, VI und IX sofort „rein" dargestellt 
werden können, z. B. V statt: 

2p 2^ — V ^ 4t) \ 4; 2p 2q 
so bleiben folgende Möglichkeiten: 

1. Alle vier Quadrate haben Koefficienten mit gleichen 
Vorzeichen. Man findet nur la, also das imaginäre 
EUipsoid. 

2. Drei der Koefficienten positiv, einer negativ, oder 
umgekehrt. Hierher gehören: I, III, V, also das reelle 
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Ellipsoid, das zweischalige Hyperboloid, das elliptische 
Paraboloid. 

3. Zwei Koefficienten positiv, zwei negativ. Hierher 
gehören : II und VI, das einschalige Hyperboloid, das 
hyperbolische Paraboloid. 

4. Ein Koefficient = 0, die drei anderen haben gleiche 
Vorzeichen. Hierher gehören: IV a und VII a, der 
imaginäre Kegel und der imaginäre Cylinder. 

5. Ein Koefficient = 0, die drei anderen haben theils 
positive, theils negative Vorzeichen. Hierher gehören: 
IV, VII, Vni und IX, der elliptische Kegel, der 
elliptische, der hyperbolische und der parabolische 
Cylinder. 

6. Zwei Koefficienten = 0, die beiden anderen haben 
gleiche Vorzeichen. Hierher gehören: Xa und Xc, 
zwei imaginäre, sich in einer reellen oder unendlich 
fernen Geraden schneidende Ebenen. 

7. Zwei Koefficienten = 0, die beiden anderen haben 
entgegengesetzte Vorzeichen. Hierher gehören: Xb 
und Xd, zwei reelle, sich schneidende oder parallele 
Ebenen. 

8. Drei Koefficienten = 0. Xe. Die Fläche ist eine 
Doppelebene. 

Diese Eintheilung ist projektivischer, also nicht metrischer 
Natur. ' (I, § 26). 

Aus dem Trägheitsgesetz der quadratischen Formen geht 
hervor, dass es nur möglich ist, solche Flächen coUinear 
(und reell) aufeinander abzubilden, die hier unter derselben 
Nummer genannt sind. So ist z. B. jede Mühe umsonst, ein 
Ellipsoid collinear auf ein einschaliges Hyperboloid oder auf 
einen Kegel beziehen zu wollen, wohl aber kann ersteres auf 
diese Weise in ein zweischaliges Hyperboloid oder ein ellip- 
tisches Paraboloid verwandelt werden. 

Uebrigens ersieht man aus der in diesem § durchgeführten 
Untersuchung der Ausnahmefälle, dass die Bedingung für das 
Verschwinden eines A in 3 a) durch die Gleichung 2) = und 
für das Verschwinden zweier A durch das Nullsetzen aller 
Unterdeterminanten von D gegeben wird. 
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Die numerische Durchrechnung der Diskussion, wenn die 
Koefficienten »n, «12 . . • ziffemmässig gegeben sind, erfordert 
ungleich mehr Mühe als im analogen Problem der Kurven 
zweiter Ordnung, ist aber doch bei einiger Umsicht noch zu 
bewältigen. Die Art und Weise des Vorgehens wird das 
folgende Beispiel lehren. 

Gegeben sei die Gleichung: 21) 

%1> ^2» %3> ^28> %1? ^12» ^14> ^4» %4J ^44 

= + 4, +5, +6, +2, 0, -2, +16, -14, +2, +46. 

Man bilde nach 16), 17) und 4) § 15: 

s = aji + «22 + agg = 4 + 5 + 6 = + 15. 

t = a^^a^^ + aggagg + aggau — a^g^ — «gi® — «13^ = + 66. 

A = aiia22%g «llttgS^ «22^1'^ %3Ö^2^ + 2ai2Öt28%l= + 80. 

Die direkte Berechnung von D nach 4) § 15 durch eine 
Determinante vierten Grades empfiehlt sich im allgemeinen 
nicht (als zu umständlich). Bequemer ist es, da J nicht ver- 
schwindet, erst die Koordinaten des Mittelpunktes M nach 2) 
§ 15 zu berechnen: 



+ 26, + 12, - 4, 
+ 12, + 24, — 8, 
-4,-8, +16, 



4a — 2^ + Oy + 16 = 
— 2a + 5^ + 2j/ — 14 = 

00 + 2^ + 6}^+ 2 = 

(Man multiplicire mit den rechts stehenden ünterdeter- 
minanten von z/, um immer gleich zwei Unbekannte zu 
eliminiren). Es folgt: 

80a + 240 = 0, 80^ — 160 = 0, 80j/ + 80 = 0. 
Der Mittelpunkt ist daher: 

M{— 3, + 2, — 1). 22) 

Die Formel 3) § 15 giebt nun: 
a'4, = 16(-3)— 14(+2) + 2(— 1) + 46 = - 32, 
(also : B = a\^ . /I = — 2560). 

Transformirt man auf den Mittelpunkt und setzt nach 1): 
a; = ^1 — 3, .V = ^1 + 2, ^ = ^1 — 1, 23) 

so entsteht mithin die neue Gleichung: 

4a;i2 + 5^1« ^ 6^^2 + 4^y^2^ ^ (0 . ^^x^) _ 4.x^y^ — 32 = 0. 24) 

(Man überzeuge sich zur Probe von der Eichtigkeit durch 
unmittelbares Einsetzen von 23) in 21), Auflösen der Klammern 
und Zusammenziehen). 



186 § 16- Ausnahmefälle der Gleichung zweiten Grades. 

Nonmehr ist die kubische Gleichung 13 a) § 15 anzuziehen^ 
welche hier wird: 

A» — 15A» + 66A — 80 = 0. 

Nach der kartesischen Zeichenregel sind ihre Wurzeln alle 
drei positiv. Glücklicherweise sind sie hier (zufällig?) ganze 
Zahlen. Man findet: 

Aj = ~T" ö, A2 = -j- 5, A3 ^ -p 2. 

Die Gleichung IV) § 15 wird daher: 

8P + bf]^ + 2^2 — 32 = 0, oder 

£2 yj2 ^2 

T + ii + T6-l = «- •2^> 

Also ein reelles EUipsoid mit den Halbachsen: 

a = y 4 =2 (kleinste Halbachse), 

b = Yö^ = 2,5298 (mittlere Halbachse), 

c = yi6 = 4 (grösste Halbachse). 

Die Fläche selbst und ihr Mittelpunkt sind gefunden und 
es bleibt nur noch die Ermittelung der Richtungen der Halb- 
achsen nach den Gleichungen 10) § 15: 

2i = + 8 giebt: 
— 4ai — 2bi = 0; — 2ai — 3bi + 2Ci = 0; +26i — 2Ci = 0. 

(Diese drei Gleichungen müssen der Theorie nach von 
einander abhängig sein und in der That erhält man identisch 
= 0, wenn die erste mit — 1, die zweite mit + 2, die dritte 
mit + 2 multiplicirt und dann addirt wird). 

Es folgt: 

ai : 6i : Ci = — 1 : + 2 : + 2 

und (da y(— 1)« -j- (-|-. 2y'~+~(^^fW = ± 3), wenn die positive 
Wurzel genommen wird: 

_ 1 . _ , 2 _ , 2 
^1 — Q) *^i — '3' ^^ — 8* 

^2 = -[- 5 giebt : 

— 02-262 = 0; — 2aa + 2c2 = 0; +2b2 + C2 = 

Og : 62 • C2 = + 2 : — 1 : + 2. 

Daher, wenn die Wurzel hier auch positiv genommen wird: 

_,2._ 1 _,2 
^2 — ' s' — — 8' ^^ — 3* 
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A3 = + 2 giebt: 
203 — 263=0, —203 + 863 + 203 = 0, +263 + 4c3 = 

O3 : 63 : Cs = + 2 : + 2 : — 1. 

Hier ist das Vorzeichen der Wurzel, ob ± F9 = + 3, 
nicht mehr willkürlich, wenn die beiden Koordinatensysteme 
^1^1 ^1 iiiid f^C gleichstimmig sein sollen. Man berechne 
daher 03 auch nach 6) § 3 also: 

03 = 61C2 — Cibg = +3*+3 — 3 3~"^3* 

Die Wurzel ist daher ebenfalls positiv zu nehmen, mithin : 

2 2 

O3 = + 3» ^8 = + 3? C3 = — 1. 

Die Transformationsformeln werden somit: 

K , 2 ,2. 
^ = -3^+3^+3^ 

yi = + |i - 1^ + |f 26) 

2 2 1 

^l = +3f + g^-gC 

(Man überzeuge sich zur Probe, dass durch direktes Ein- 
setzen in 24), Auflösen und Zusammenziehen in der That die 
Gleichung 25) entsteht, wie es sein muss). 

Anmerkung. Wie man sieht, ist in diesem Beispiel alles 
überraschend „glatt" gegangen. Denn nicht allein, dass bei 
der Berechnung des Mittelpunktes sich der Nenner J •■=80 
fortgehoben hat, auch die kubische Gleichung hat ganze 
Wurzeln gehabt und schliesslich ist noch die Quadratwurzel 
dreimal aufgegangen. Es ist wohl nicht mehr als billig, zu 
erwähnen, dass dies kein Zufall ist, sondern dass das Beispiel 
vorher „zurecht gemacht" worden ist, damit der Leser dem 
Gange der Eechnung ohne den Ballast logarithmischer 
Operationen folgen kann. In der That ist der Verfasser dabei 
von der Gleichung 25) ausgegangen, hat dann die ümkehrung 
der Transformation 26) gemacht [siehe Uebungsaufgabe 4) § 3], 
dabei die Gleichung 24) erzielt und darauf nach ümkehrung 
von 23) endlich die Gleichung 21), also die zur Diskussion 
vorgelegte Gleichung erhalten. 
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Uebungsaufgaben. 

1. Wann stellt die allgemeine Gleichung I) ein gleichseitiges 
hyperbolisches Paraholoid vor? 

2. Man entwickele [siehe Aufgabe b) § 4] die Gleichungen derjenigen 
Elächen zweiter Ordnung, welche die Eigenschaft haben, dass die Ent- 
fernungen ihrer Punkte von zwei gegebenen Geraden l und l^ ein gegebenes 
Yerhältniss zu einander haben und diskutire sie. 

3. Gehören zu jeder Fläche zweiter Ordnung zwei solche Gerade / und 
li derart, dass das Verhältniss der Entfernungen von ihnen ein constantes 
ist? Wenn nicht, welche Bedingung muss erfüllt sein? 

4. Wenn die in 3) genannte Bedingung erfüllt ist, so zeige man, dass 
nicht ein Paar solcher Geraden l und li, sondern unzählig viele existiren. 



§ 17. 

Kreise auf dem Ellipsoid und den anderen Flächen 

zweiter Ordnung. Beliebige ebene Schnitte. 

Ihre Hauptachsen. 

Gegeben sei das Ellipsoid: 

und es möge a die grösste, 6 die mittlere, c die kleinste 

Halbachse sein: 

a > 6 > c 2) 

Keiner der drei Hauptschnitte ist ein Kreis. Kann es 
trotzdem auf dem Ellipsoid Kreise geben? (Fig. 25). 

Ist ein solcher Kreis vorhanden, so sind nach § 13 alle 

parallelen Schnitte ebenfalls Kreise. Man 
kann sich daher zunächst auf Ebenen durch 
den Mittelpunkt, auf Durchmesserebenen 
beschränken. Für die beiden Hauptschnitte 
durch die mittlere Achse 26 ist diese einmal 
^^" ^' die kleinere (b < a), andermal die grössere 

Achse {b > c). Wird durch eine Hauptachse des EUipsoids 
ein beliebiger ebener Schnitt gelegt, so wird sie auch in 
diesem Schnitt Hauptachse sein, während die andere Haupt- 
achse des Schnittes in der Ebene der beiden anderen Haupt- 
achsen des Ellipsoides liegt. Man lege daher durch b eine 
Ebene so, dass die Ellipse mit den Halbachsen a und c in 




a;2 
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einem Durchmesser von der Länge 2b geschnitten werde, 
(was offenbar auf zwei Arten möglich ist). Der Schnitt ist 
dann sicherlich ein Kreis. 

Eein analytisch gelangt man zu diesem Ergebniss durch 
Zusammenstellung des EUipsoides 1) und der concentrischen 
Kugel mit dem Badius b: 

und Aufsuchung des Schnittes beider Flächen. Durch Sub- 
traction folgt: 

(^-^) + ^^(^-^) = «- *) 

Der erste Koefflcient ist nach 2) negativ, der zweite positiv. 
Setzt man also zur Abkürzung: 

so zerfällt 4) in zwei durch die y- Achse gehende Ebenen: 

— xk -\- 0l= und xk -{- d = 6) 

und dies sind also die Ebenen der beiden genannten Kreis- 
schnitte. 

Sie theilen das Ellipsoid in vier, paarweise gegenüber- 
liegende Theile. Diejenigen, in welchen die Scheitel der 
grossen Achse liegen, enthalten nur Punkte, deren Entfernung 
vom Mittelpunkt grösser als i, die beiden andern solche, 
deren Entfernung kleiner als b ist. Wenn aber die Fläche 
ein Umdrehungsellipsoid, also entweder b = a oder b = c, so 
ist Ä == oder 1 = und die beiden Kreisschnitte fallen in 
einen, den Hauptkreis zusammen. 

Wird aber das Ellipsoid 1) mit den concentrischen Kugeln 
vom Kadius a oder c zusammengestellt, so findet ofi'enbar kein 
Schneiden, sondern nur ein Berühren der Kugel mit dem 
Ellipsoid in zwei Scheiteln statt. Analytisch zeigt sich dies 
in dem Umstände, dass in der entsprechenden Gleichung zu 4) 
beide Koefficienten gleiche Vorzeichen erhalten, die Ebenen 
der Kreisschnitte also imaginär werden. 

Die beiden Kreisschnitte mit den Ebenen 6) sind die 
Hauptrepräsentanten zweier Schaaren von parallelen Kreisen 
auf dem Ellipsoid. Man betrachte also irgend eine parallele 
Ebene: + xk + 0I + h = 0. 7) 
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Der Mittelpunkt des Schnittkreises muss selbstverständlich 
in der a;^-Ebene liegen und daher Mitte der Sehne sein, in 
welcher die Ebene 7) die Ellipse: 

schneidet. Der gfeometrische Ort des Mittelpunktes ist da-her 

der conjugirte Durchmesser, dessen Gleichung nach I) § 14 

wird: 

z^a^h + x* cH = 0. 9) 

Der Kreis wird um so kleiner, je grösser 1 h \ und schrumpft 
zuletzt nach der einen und nach der anderen Seite zu einem 
Punkt zusammen. Es giebt daher vier solche sich paarweise 
gegenüberliegende Punkte, deren Koordinaten durch Zusammen- 
stellen von 8) und 9) zu berechnen sind. Sie werden nach 
Einsetzen von h und l aus 5): 

Diese Grenzpunkte nennt man auch Kreispunkte oder 
Nabel punkte des EUipsoids.^) 

Da der conjugirte Durchmesser die parallele Kreisschaar 
schief schneidet, so können irgend zwei Kreise dieser Schaar 
nicht auf derselben Kugel liegen. Wohl aber gilt folgender 
Satz : 

Jeder Kreis der einen Schaar liegt mit jedem Kreise der 
anderen Schaar auf ein und derselben Kugel. 

Es seien: 

U=-{-hx — zl'\'h = {), TJ^ = + hx-\- d + \ — {) 
die Ebenen der beiden Kreise. Man bilde die Kombination: 



*) Sie spielen in der Theorie der Krümmung eine gewisse EoUe. 
Eine Kugel hat nicht allein in allen ihren Punkten, sondern auch in jedem 
Punkt nach allen tangentialen (azimuthalen) Richtungen dieselbe Krümmung. 
Anders bei anderen Flächen. Nicht allein sind hier die verschiedenen 
Punkte hinsichtlich der Krümmung verschieden, sondern es zeigen sogar 
füi* denselben Punkt die Normalschnitte (deren Ebenen durch die Normale 
gehen) je nach dem Azinuth eine andere Krümmung. Für den Scheitel B 
des Ellipsoides z. B. ist die Krümmung im Hauptschnitt BGB^Ci augen- 
scheinlich grösser als im Hauptschnitt BAB^A^ und in anderen Normal- 
schnitten durch B lie^t sie zwischen diesem Maximum und Minimum. 
Punkte aber, wo die Krümmung in allen tangentialen Richtungen dieselbe 
Ist, treten auf Flächen im aUgemeinen nur vereinzelt auf. Sie sind ihre 
Kreispunkte oder Nabelpunkte. 
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Nach Auflösung der Klammem wird diese Gleichung bei 
Benutzung der Werthe von h und l: 

Sie stellt also eine Kugel dar, die, wie die eben aus- 
geführte Konstruktion ihrer Gleichung beweist, durch den 
Durchschnitt des EUipsoides sowohl mit der Ebene 0" = 0, 
als auch mit der Ebene üi = gehen muss. q. e. d. 



Selbstverständlich kann diese Untersuchung über Kreis- 
schnitte ohne Schwierigkeit auf die übrigen Flächen zweiter 
Ordnung übertragen werden. Es genügt daher wohl die An- 
gabe der Resultate. 

Beim einschaligen Hyperboloid erhält man die beiden 
Hauptkreise, welche diesmal die kleinsten sind, (beim EUipsoid 
waren sie die grössten) als Schnitte mit einer concentrischen 
Kugel, deren Radius gleich der grösseren Halbachse der 
Kehlellipse ist. Die Nabelpunkte sind imaginär. Beim zwei- 
schaligen Hyperboloid sind zwar die Ebenen dieser beiden 
Hauptkreise reell, sie selbst aber imaginär und man muss 
parallele Ebenen nehmen, um wirkliche Kreise zu erhalten. 
Vier reelle Nabelpunkte. Der elliptische Kegel bezw. Cylinder 
hat als Grenzfall der Hyperboloide zwei parallele Schaaren 
von Kreisen und kann also auf doppelte Art als „schiefer" 
Kreiskegel bezw. Kreiscylinder angesehen werden. Beim 
elliptischen Paraboloid sind, wenn q>P^ die Ebenen der 
Kreisschnitte: 

Zwei reelle Nabelpunkte auf der Hauptparabel: y = 0, 

2p 

Das hyperbolische Paraboloid, der hyperbolische und der 

parabolische Cylinder dagegen weisen keine eigentlichen 

Kreischnitte au£ Indessen kann man für das hyperbolische 

Paraboloid diejenigen Ebenen, welche zu einer der beiden 
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Schaaren von Geraden auf der Fläche parallel sind (siehe § 19), 
als die Ebenen der Kreisschnitte ansehen, da sie die Fläche 
in einer dieser Geraden und in einer unendlich fernen Geraden 
schneiden. Beim hyperbolischen Cylinder wird man diejenigen 
Ebenen nehmen, welche zu den Asymptotenebenen parallel 
sind und beim parabolischen Cylinder endlich fallen diese 
beiden Schaaren von Ebenen zusammen; sie werden Ebenen 
parallel zu den Kanten und parallel zur Achse des Quer- 
schnittes. 

Beliebige Schnitte (Fig. 26). Die Theorie der Kreis- 
schnitte bedarf, um sie ganz einwandfrei zu machen, noch 

einer Ergänzung durch den Nachweis, dass 
die hier namhaft gemachten in der That 
die einzigen Kreise auf den Flächen sind. 
Dies wird sich herausstellen müssen — falls 
es richtig ist — wenn man irgend einen 
Fig. 26. ebenen Schnitt hinsichtlich seiner Haupt- 

achsen untersucht, wobei der Einfachheit wegen wieder ein 
EUipsoid : 

angenommen werden mag. Auch kann man sich auf eine 
Durchmesserebene JE: 

mx -^ ny -j- p^ = 11) 

beschränken, da nach § 13 parallele Schnitte gleiche Achsen- 
richtungen und gleiche Achsenverhältnisse haben. 

Es seien (Fig. 26) S(x^y,ß) und T (x^, yj^, 0^) zwei nicht 
gegenüberliegende Scheitel, also SM= %, TM=iiy die beiden 
Halbachsen des Schnittes. Dann setze man die sechs Glei- 
chungen an: 




3) mx -\- ny -\- p^ ■= 0, 4) mx^ + w«/i + p^i = 0, 12) 

5) xx^ + yy^ + ^^1 = 0, 6) -^ + ^ + -/ = 0. 

12i und 122 sagen aus, dass S und T auf dem EUipsoid, 
128 lind 12^, dass sie auf E liegen. I25 ist Bedingung, dass 
MS und MT senkrecht aufeinander stehen und 12« endlich 
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folgt -aus der im nächsten Paragraphen entwickelten Theorie 
der conjugirten Durchmesser. 

Um aber nicht vorzugreifen, mag 12q folgendermassen ab- 
geleitet werden. Die Parallele durch 8 zu MT muss das 
EUipsoid berühren. Es sei f, tj, C irgend ein Punkt auf ihr, 
also nach den Formeln 9) § 2: 

Soll er auf dem EUipsoid liegen, so folgt aus 1) unter 
Benutzung von 12i) und 123) die quadratische Gleichung 
für k: 

*. + 2*(£I^ + i^J^ + ^) =. 0. 

Da nun die Parallele, wie gesagt, Tangente ist, so müssen 
die beiden Schnittpunkte mit dem EUipsoid in einen Punkt 
und zwar den Punkt S zusammenfallen, dem der Werth 
k = entspricht. Die eben abgeleitete Gleichung muss sich 
demnach auf k^ = reduciren, womit le«) erwiesen ist. 

In 12) ist der Ansatz zur analytischen Lösung des Pro- 
blems in Gestalt von 6 Gleichungen mit den 6 Unbekannten 
^> y? ^1 ^i> ^u ^1 gegeben und es kommt nun darauf an, ihn 
geschickt zu benutzen. Hierzu bemerke man zunächst, dass 
128, 124, 125, 12e in Bezug auf die beiden Eeihen xy^ und 
00^1/10^ homogen sind und also wie vier Gleichungen mit den 

vier Unbekannten -, -, — , — - behandelt werden können. 

0^ 0^ 0^ 0^ 

Dann beachte man, dass 12^, I25 und 12« drei Hneare Glei- 

chungen in Bezug auf -^ und - ^ sind, also in diesem Sinne 

01 0^ 

eine lineare Identität zwischen ihnen vorhanden sein muss, 
die symbolisch durch: 

125 + /* . 12^ + A • 12e = 
bezeichnet werden mag, wo jll und 2, noch bestimmt werden 
müssen. Diese Identität löst sich nach Einsetzen von 12^, 
126 und 12e in die drei Gleichungen auf: 13) 

X ij 

aus denen sofort folgt: 

13 
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Setzt man diese Ausdrücke in 12^ ein, so entsteht nach 
Fortlassung des Faktors fi (der nicht = sein kann) die 
Endgleichung für A: 

Sie wird nach Fortschaflfung der Nenner vom zweiten 
Grade und jede ihrer beiden Wurzeln entspricht einer der 
beiden Halbachsen des Schnittes, deren Eichtungen dann nach 
14) durch die Proportion: 

zu bestimmen sind. Um aber ihre Längen a' und 6' zu er- 
mitteln, kann man 14) in die noch nicht benutzte Gleichung 
12^ einführen, aus der so entstandenen rein quadratischen 
Gleichung fi ermitteln und dann zu 14) zurückkehrend den 
Scheitel 8 bezw. T berechnen. 

Dieses Verfahren zur Bestimmung von a' und 6' erweist 
sich aber merkwürdiger Weise hier als ganz überflüssig, da 
ein viel einfacherer, allerdings versteckter Weg zum Ziele 
führt. Man multiplicire nämlich die Gleichungen 13) der 
Eeihe nach mit x^ y, z und benutze 12i und 123. So entsteht 

die Gleichung: 

^- + y^ + ^- + A = 0, 

also: A = — a'2 bezw. A = — 6'2. 16) 

Die Gleichung 15) giebt also auch unmittelbaren 
Aufschluss über die Längen der Halbachsen, da diese 

= y — Ai undy — Ag sind. 

Sie wird nach Fortschafiung der Nenner: 

wi«a2 (62 -I- X) (c2 + ^) + w262 (c2 4. ;i) (a« + A) + 

Es sei a > 6 > c. Setzt man in die linke Seite für X der 
Reihe nach — al^^ — ft®, — c^, so wird sie erst positiv, dann 
negativ, dann wieder positiv. Die eine Wurzel der Gleichung 15) 
muss daher zwischen — a^ und — 6^^ die andere zwischen 
— 6^ iii^d — c2 liegen, d. h. nach 16) : 

Die grössere Halbachse ist kleiner als a und 
grösser als 6, die kleinere Halbachse ist grösser als 
6 und kleiner als c. 
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Hier schliesst aber grösser und kleiner den Grenzfall der 
Gleichheit nicht aus, welche eintritt, wenn einer der Koeffi- 
-cienten m, n, p = 0, d. h. wenn die Ebene durch eine der 
drei Hauptachsen des EUipsoids geht, die dann zugleich eine 
Hauptachse des Schnittes wird. Da aber die Grenzen, in 
denen a' und b' sich bewegen können, nur den einen Werth 
-a' = b' = b geraeinsam haben, so entsprechen nur diesen 
Werthen Kreise. Es giebt also keine anderen als die 
schon behandelten Kreisschnitte. 

Diese analytische und mustergiltige Untersuchung der 
Hauptachsen der Schnitte eines EUipsoides verdankt man 
Lagrange, dem nie übertroffenen Meister an Klarheit, Schärfe, 
Einfachheit und ,,Eleganz" analytischer Entwickelungen.*) 
Zur Ergänzung soll nun aber noch gezeigt werden, wie man 
die Hauptergebnisse ausserordentlich einfach auch rein 
geometrisch finden kann, wenn die Existenz der beiden Kreis- 
schnitte als bewiesen vorausgesetzt wird. 

Die gegebene Durchmesserebene schneidet die Ebenen 
dieser beiden Kreise in zwei Geraden, deren Längen vom 
Mittelpunkt bis zum Schnitt mit dem Ellipsoid daher beide 
= b sind. Es giebt mithin in jedem Schnitt Halbmesser von 
der Länge b und daraus folgt, dass die grössere Halbachse 
> 6, die kleinere << b sein muss. Nun aber ist andererseits 
<i das absolute Maximum und c das absolute Minimum der 
Entfernung überhaupt, also muss die grosse Halbachse zwischen 
-a und &, die kleine zwischen b und c enthalten sein. 

Und ferner: In den beiden Schnittgeraden mit den Ebenen 
der Kreisschnitte sind zwei gleiche, also auch zu der grossen 
und zur kleinen Hauptachse symmetrisch liegende Durch- 
messer de^ Schnittes gegeben. Somit findet man die Eichtungen 
der Hauptachsen durch Halbiren der Winkel dieser Durch- 
messer. 

Diese Untersuchungen über die Hauptachsen ebener Schnitte 
wären nun noch auf die anderen Flächen zweiter Ordnung zu 
übertragen, was aber wohl dem Leser nach allem Voran- 
gegangenen überlassen bleiben kann. 

*) Dabei ist nebensächlich, dass er einen anderen Ausgangspunkt ge- 
nommen hat, den nämlich, dass MP^ ein Maximum oder ein Minimum wird, 
wenn P mit S oder T zusammenfällt. 

13* 
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Uebnngsaufgaben. 

1. Gegeben das Ellipsoid 1). . Auf den im Mittelpunkt errichteten 
Normalen aller Durchmesserebenen werden vom Mittelpunkt aus nach beiden 
Seiten die Längen a*, resp. b* der Halbachsen der zugehörigen Schnitte 
aufgetragen. Die Gleichung der entstehenden Fläche (FresneFsche Wellen- 
fläche) ist zu bilden. 

2. Gegeben das Ellipsoid 1) und die Kugel: 

(x — of + 2/* -f (* — )f — r« = 0. 
Welche Beziehung muss zwischen a^ y, r bestehen^ damit der Schnitt 
beider Flächen in zwei Kreise zerfällt? Wann sind diese reell, wann 
imaginär ? Auf welcher Kurve muss der Mittelpunkt M {a^ 0, > ) liegen^ 
wenn die Kugel zu einem Punkt zusammenschrumpfen soll? 



§ 18. 

Gonjngirte Durchmesser nnd Durchmesserebenen. 
Tangenten, Tangentialebenen und Tangentialkegel. 

Theorie der Polarität. 

Gegeben sei wieder ein Ellipsoid: 

Um die Frage nach den Mitten paralleler Sehnen zu 
beantworten, bezeichne man mit Pj (^i^i^i) und P^ (x^y^z^ die 
beiden Schnittpunkte irgend einer Geraden mit dem Ellipsoid* 
Dann werden ihre Richtungswinkel aßy durch die Proportion 
gegeben: 

cos a : cos /8 : cos j' ^ rc2 — ^1-^2 — ^i • ^2 — ^i> ' 
während die Mitte F{x^y^z) der Sehne nach 8 a) § 2 durch 

die Formeln: 

^1+^2 ,, _ 2/1 + ^2 , _ ^1 + ^2 



^ = - -o- -j y =. 



2 ' -^ 2 ' 2 

bestimmt ist. Andererseits folgt nach Einsetzen von Pi und 
Pa in die Gleichung 1) und Subtraktion sofort: 

( ^2 + ^ 1) (^2—^1) . i y2 + y i)iy^—yi) , (^2 4-^1 ) (^2— -^i) _ ^ 

a2 -^ - 12 t- ^2 - — "^ 

Daher auch: 

X • co^a y • cos ß .^ • cosy ^ ^. 

-—^2— + 62 + c^ - ^^' ^> 
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, Wenn a, ß, y, ä. h. die Richtung der Sehne gegeben ist^ 
so stellt diese Gleichung den geometrischen Ort der Mitten 
aller parallelen Sehnen vor. Sie ist vom ersten Grade und 
€s fehlt die Constante. Also- 

Die Mitten paralleler Sehnen liegen in einer 
Durchmesserebene. 

Man nennt sie zu diesen Sehnen und insbesondere zu dem 
mit ihnen parallelen Durchmesser conjugirt. Conjugirt sind 
z. B. jede Hauptachse und die Ebene der beiden anderen 
Hauptachsen. 

Wird in der Ebene 2) (Fig. 27) irgend ein Punkt an- 
genommen und bestimmt man die Eichtungswinkel oi, /?i, y^ des 
durch ihn gehenden Durchmessers durch die Proportion: 

cos Ol : cos ^1 : cos yi = a; : y : 0, 
so folgt nach 2): 

cos a • cos Ol . cos ß • cos ßi _, cos y • cos y^ ^ ^. 

Diese Gleichung ist, wie man sieht, in Bezug auf die 
beiden Richtungen aßy und a^ßiyi vertauschbar. Man nennt 
deshalb auch die beiden Durchmesser 
einander conjugirt. Jeder von ihnen 
liegt in der conjugirten Durchmesser- 
-ebene des anderen. Sie sind auch con- 
jugirte Durchmesser derjenigen Ellipse, 
in welcher das Ellipsoid von der durch 
teide gehenden Ebene geschnitten wird. 
Denn zieht man in dieser Ebene die ^'^- ^'^* 

parallelen Sekanten zu dem einen Durchmesser, so müssen die 
Mitten in der conjugirten Durchmesserebene, also in diesem 
Falle auf dem eben betrachteten conjugirten Durchmesser 
liegen. 

Es seien OF und OPi zwei zu einander conjugirte Durchr 
messer mit den Richtungswinkeln aßy und aiß^y^. Jeder liegt 
in der conjugirten Ebene des anderen und diese beiden Ebenen 
schneiden sich in einem dritten Durchmesser OP2 (02/83^2) 
der hiernach sowohl zu OP^ als auch zu OF^ conjugirt ist. 
Diese drei Durchmesser OP, OP^, OP2 sind also jeder zu 
jedem conjugirt und die Ebene durch je zwei von ihnen ist 
zugleich die conjugirte Durchmesserebene des dritten. Solcher 
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Tripel giebt es unzählig viele, da man nach der angegebenen 
Konstruktion einen der drei Durchmesser ganz beliebig an- 
nehmen kann, worauf erst die Ebene der beiden andern be* 
stimmt ist und also noch der zweite in dieser Ebene will- 
kürlich ausgewählt werden kann. Augenscheinlich bilden die 
drei Hauptachsen ein derartiges Tripel und zwar das einzige,, 
in welchem die Durchmesser alle drei auf einander senkrecht 
stehen (wenn keine der drei Achsen gleich der anderen, d. h. 
die Fläche keine Umdrehungsfläche ist). 

Ein anderer, sehr bequemer Ausgangspunkt für die Theorie 
der conjugirten Durchmesser ist die in § 14 gegebene, so ein- 
fache affine Abbildung des EUipsoides 1) auf die Kugel mit 
dem Radius r = 1 

X2 4- r« + Z2 = 1 4> 

durch die Formeln: 

X = ^, Y=l Z='-. 5> 

Bezeichnet man daher mit A/iv; Ai/ii^i; l^ii^v^ die Rieh« 
tungswinkel der irgend drei conjugirten Durchmessern des^ 
EUipsoides entsprechenden Durchmesser der Kugel, so folgt 

zunächst, da nach 4) yX2+T^+Z^=l u. s. w. 

cos A = X, cos /i = F, cos v = Z, 
also nach 5): 

Qß 'II Z 

cos A = -, cos u = \, cos r = -. 6> 

Daher auch: 

, cosa cosi? cosy „v 

cos A : cos u : cos V = : — ^ : -. 7> 

^ a c ' 

Die Beziehung 3) giebt also nach üebertragung auf die 
Kugel : 

cos X • cos ^1 + cos /i • cos /*i + cos v • cos Vi = 0, 

d. h. nach 15) § 1: 

Conjugirte Durchmesser des Ellipsoids 1) sind 
Projektionen senkrechter Durchmesser der affinen 
Kugel 4). 

Es seien ferner a', &', & die Längen dreier conjugirter 
Halbmesser des Ellipsoids, die also Projektionen dreier za 
einander senkrechter Durchmesser der Kugel sind, so folgt : 



6 
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Berechnet man ebenso i'^\mi&\ so folgt durch Addition: 
a' 2 _|_ 6' 2 ^ c' 2 = a2 (cos« ;i + C082 Ai + cos2 jlg) + 62 (cos V + 

COS*/ii + C0S2 ju^) + C2 (COS* V + C082 v^ -f cos* V2)' 

Nach den in § 3 so ausführlich abgeleiteten Relationen 
zwischen den neun Richtungscosinus dreier zu einander senk- 
rechter Richtungen sind die Klammerausdrücke alle drei = 1, 

also : 

a'2 _|_ 5i2 ^c*'^ = a^ + b^ + c\ 8) 

Die Summe der Quadrate der Längen conjugirter 
Halbmesser ist constant. (Siehe I, § 14). 

Femer folgt für den Inhalt V des Tetraeders OFP^P<,^ 
nach 4 a) § 2 und Einfahrung von 6): 

a • cos A, 6 • cos /^, c • cos v 
a • cos Aj, 6 • cos /*, , c • cos v^ 
a • cos ^, 6 • cos /ij, c • cos v^ 

Setzt man hier die Faktoren a, ft, c vor die Determinante, 
so bleiben in derselben nur die neun Cosinus. Also nach 7) 
und 8) § 3: 

V=^ahc, (Vergl. I, § 14). 9) 

Eine dritte, sehr wichtige Folgerung dieser Theorie ist 
der Satz: 

Die Tangentialebene in einem Punkt F{XjyyZ) des 
Ellipsoids ist parallel zur conjugirten Durchmesser- 
ebene (d. h. zu derjenigen Durchmesserebene, welche zu dem 
durch P gehenden Durchmesser conjugirt ist). 

Denn zunächst gilt der Satz für die Kugel, da hier die 
Berührungsebene auf dem Durchmesser senkrecht steht ; er ist 
also auch für das EUipsoid als affine Projektion der Kugel richtig. 

Ableitung der Gleichung der Tangentialebene. 

Es sei P {x, y, z) irgend ein Punkt des ElÜpsoides, also 

nach 2): 

X •'K _.y • Y z • Z 

"02 ' 62 I -^ — ^ 

die Gleichung der zum Durchmesser OF coujugirten Durch- 
messerebene. (Die laufenden Koordinaten sind X, F, Zy 
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Die parallele Tangentialebene mnss mithin eine Gleichung 
von der Form haben: 

wo h eine noch za ermittelnde Constante sein soll, welche 
dorch die Bedingong bestimmt wird, dass diese Ebene auch 
durch P(Xj y^ z) gehen mnss. Daher anch: 

i h. A = — 1, da P anf dem Ellipsoid liegt 
Die Gleichung der Tangentialebene ist also: 

irX , yY , zZ ^ ^ ^^. 

+ -4^ + -ir^ 1 = 0. 10) 



(Vergl. I, § 14). 

Die Gleichung des Ellipsoides in Ebenenkoordinaten. 

Nach 2) § 7 sind die drei Abschnitte der Tangentialebene 
auf den Koordinatenachsen: 

a« 6« c« 

X ^ y ' z 

Die Koordinaten uvw der Tangentialebene werden daher: 

00 y 



u = „ , V = — ^« , w = 



a^-' fe2» c^' 

Kehrt man diese einfachen Formeln um: 

X = — tt • a*, y = — «;•&-, z = — w • c- 
und setzt in 1) ein, so entsteht die Bedingung, dass eine 
Ebene JE (u, v. w) das gegebene Ellipsoid berühren soll, d. h. 
es entsteht die Gleichung dieser Fläche in Ebenenkoordinaten. 
Sie ist demnach: 

a'-U^ + 62y2 ^ c%2 _ 1 _ 0, 11) 

also auch vom zweiten Grade. Das Ellipsoid ist mithin 
(wie die anderen Flächen zweiter Ordnung auch) 
nicht allein von der zweiten Ordnung, sondern auch 
von der zweiten Klasse. (Vergl. I, § 22). 



Jede in einer Tangentialebene durch den Berührungspunkt 
gezogene Gerade ist eine Tangente des EUipsoids. Um die 
Gesammtheit der Tangenten in unabhängiger analytischer 
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Darstellung zu gewinnen, fasse man eine Tangente l als 
Sekante auf, welche die Fläche in zwei zusammenfallenden 
Punkten schneidet. Es seien Pj (x^yj^ei), Pg (^2.^2^2) irgend 
zwei Punkte von ?, so dass nach 8) § 2 durch die Formeln: 

jeder Punkt von l dargestellt wird. Ist im besonderen ein 

etwaiger Schnittpunkt mit dem EUipsoid zu bestimmen, so 

setze man in 1) ein. Nach Multiplikation mit (1 — xy und 

Auflösung der Klammern entsteht so die quadratische 

Gleichung : 

AP — 2BX+ C=0, 13) 

wo zur Abkürzung gesetzt worden: 

A ^2 I y%' I ^2" 1 



X2 

0« 


+ 


6« 


. _— . 




a2 


+ 










+ 


yr 


+ - 





Wenn l Tangente sein soll, so müssen die beiden Wurzeln 
von 13) zusammenfallen. Dies giebt die Bedingung: 

oder : 

+ Tr + -li- - 1 j (^^ + -jT + ^ - 1 j- 



a^ ' fc2 ' ^2 

x-\Xiy 1 2'i2'2 I 1 ! 



( 



15) 

Wie aus der Ableitung zu entnehmen ist, stellt 15) den 
Ansatz vor, dass irgend zwei Punkte Pj und P2 auf 
ein und derselben Tangente des Ellipsoides liegen. 
Setzt man den einen, etwa P^, als gegeben voraus, so muss 
demnach der andere auf dem Berührungskegel an das 
EUipsoid mit P^ als Spitze liegen. Da aber 15) in Bezug auf 
jeden der beiden Punkte vom zweiten Grade ist, so folgt: 

Das EUipsoid wird von jedem Punkte im Räume 
durch einen Kegel zweiter Ordnung, also durch einen 
elliptischen Kegel projicirt. 
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Liegt die Spitze Pj auf dem EUipsoid, ist also C = 0, so 
verwandelt sich 15) in: 

d. h. der Kegel verwandelt sich in eine Doppelebene, die 
offenbar mit der Berührungsebene zusammenfallen muss, wie 
ja auch durch Vergleich ung mit 10) auf der Stelle zu ersehen 
ist. Liegt aber P^ ausserhalb des EUipsoides, so ist 15), 
wenn Pg [x^y^z^^ als „laufend" genommen wird, die Gleichung 
eines wirklichen elliptischen Kegels. Um nun den geometrischen 
Ort für die Berührungspunkte der Kanten zu erhalten, stelle 
man 15) mit der Gleichung: 

^2 -T J2 ^ C« ^ — "> 

d. h. mit der Bedingung zusammen, dass P2 auf dem EUipsoid 
liege, so entsteht durch Kombination wieder die Gleichung 16), 
nur dass diesmal Pi ein beliebiger Punkt im Räume ist. 
Daher: 

Der Tangentialkegel berührt das EUipsoid längs 
einer Ellipse, deren Ebene durch die Gleichung: 



a2 ' 6« * c2 
bestimmt wird, wenn x^y^Zy^ die Koordinaten der Spitze und 
^8^2 ^2 die Koordinaten irgend eines Berührungspunktes sein 
sollen. 

Aber auch die ümkehrung ist natürlich richtig: Wenn 
das EUipsoid durch irgend eine Ebene: 

ux -\- vy -\- WZ ■•\- \ =^ ^ 
geschnitten wird, so umhüllen die Tangentialebenen in den 
Schnittpunkten einen Kegel, dessen Spitze Pi (x^ y^ z^ durch 
die Formeln: 

iCj = — ua\ ^1 = — 'ob\ Zi = — wc^ 
bestimmt wird. Denn nimmt man diesen Punkt als Spitze 
eines Berührungskegels, so fallt die Ebene 17) mit der will- 
kürlich angenommenen Ebene zusammen. 

Die Bedingung, dass eine Gerade l ein EUipsoid 
berührt, in Plückerschen Koordinaten. Da 15) erfüllt 
sein muss, wenn P1P2 Tangente sein soll, so ist ohne weiteres 
die Möglichkeit erwiesen, diese Gleichung so umzuformen, dass 
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sie nur die sechs Plücker'schen Koordinaten der Tangente l 
enthält, deren Ausdrücke man sich nach 1) und 4) § 10 ins 
Gedächtniss zurückrufen muss. Und in der That, wenn die 
Klammern aufgelöst, die sich forthebenden Glieder weggelassen 
und die anderen zweckmässig zusammengezogen werden, so 
erhält 15) auf einmal eine ganz andere Gestalt, nämlich: 

a2 62 c^ "'" b^c^ "^ 

oder nach Einführung der Plücker'schen Koordinaten; 
X^ T^ Z* X* üf« N^ 

Diese Gleichung ist also der analytische Ausdruck 
für die Bedingung, dass eine Gerade: 

Ü(X, Y, Z, i, M, N) 
das Ellipsoid berühre. In diesem Sinne kann 18) auch 
als eine Form der Gleichung dieser Fläche angesehen werden, 
nämlich als Gleichung in Plücker'schen Linienkoordinaten. 
Wie man sieht, ist auch diesmal der zweite Grad, wie in 
Punkt- und in Ebenenkoordinaten erzielt worden. (Vergl. 
übrigens § 10, Seite 110). 



Theorie von Pol und Polarebene. Die Theorie der 
conjugirten Durchmesser und Durchmesserebenen ist ein be- 
sonderer Fall der allgemeinen Polaren theorie, die sich 
unmittelbar von der Ebene (siehe I, § 22) auf den Raum er- 
weitem lässt und deren Grundzüge daher hier nur kurz ent- 
wickelt werden mögen. 

Wieder seien zwei Punkte P {x^y^z^ und Q {x^y^z^ ge- 
geben (Fig. 28) und die Gleichung 13) 
für die Schnittpunkte Pi und P^ der 
Geraden PQ mit dem Ellipsoid auf- 
gestellt. Nun aber werde nicht die Be- 
dingung gesetzt, dass letztere zusammen- 
fallen, sondern dass sie mit P und Q 
vier harmonische Punkte bilden. Dann 
müssen die Wurzeln von 13) entgegen- ^'» ^^• 

gesetzt gleich sein, d. h. es muss sein: 
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^ = —^ + -p- + -^2 1 — ^- 1«) 

Man nennt dann P und Q conjugirte harmonische 
Pole des Ellipsoids (selbst wenn A und C gleiche Zeichen 
haben sollten, also die beiden Schnittpunkte P^ und P^ 
imaginär werden). Die Gleichung 19) ist in Bezug auf jeden 
der beiden Punkte vom ersten Grade, also: 

Die conjugirten Pole eines beliebigen Punktes 
P{xiy^8i) liegen in einer Ebene, welche man seine 
Polarebene nennt. Ihre Koordinaten u, v, w folgen durch 
die Formeln: 

Xx Vi Zi 

"=-ä^' ^=->- «'=-> 

öder, wenn jetzt der Index fortgelassen wird: 

X y z ,^^v 

« = -^,, ^ = -|' «' = --0.- 20) 

Diese drei Gleichungen enthalten in analytischer Form 
die ganze Polarentheorie. Jedem Punkt P (rc, y, z) entspricht 
hiemach eine Ebene E (w, v, w) und umgekehrt. Im besonderen 
ist der Mittelpunkt nichts anderes als der Pol der unendlich 
fernen Ebene, während andererseits irgend einem unendlich 
fernen Punkt die zu der Richtung nach ihm conjugirte Durch- 
messerebene entspricht. Femer ist aus 17) und 10) zu 
schliessen : 

Die Berührungspunkte des von einem Punkte P 
ausgehenden Berührungskegels liegen auf der Polar- 
ebene von P. 

Liegt ein Punkt P auf dem Ellipsoid, so geht die 
Polarebene durch ihn und fällt mit der Tangential- 
ebene zusammen. 

Polartetraeder. Es sei P^ ein beliebiger Punkt im 
Räume und E^ seine Polarebene. Man wähle in ihr irgendwo 
einen Punkt Pg, so sind P^ und P, conjugirt. Die Polarebene 
-Bg von Pg muss also durch P^ hindurchgehen. E^ und E.y 
schneiden sich in einer Geraden. Auf ihr wähle man einen 
dritten Punkt Pj, der nun zu P^ und Pj conjugirt ist und 
dessen Polarebene E^ somit durch P^ und P, hindurchgeht. 
i?i, E2 und E.^ schneiden sich endlich in einem vierten Punkt 
P4, dessen Polarebene -B4 durch Pj, P^ und Pg hindurchgeht 
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und also mit der durch diese drei Punkte bestimmten Ebene 
zusammenfällt. 

So ist ein „sich selbst" polares Tetraeder PiP2PsP4^ con- 
struirt worden, d. h. ein Tetraeder, in welchem jede Ecke der 
Pol der Gegenfläche ist. Ein solches polares Tetraeder und 
z^war dasjenige, für welches die Polarität zur Symmetrie wird, 
besteht aus den drei Hauptebenen des Ellipsoids, wenn die 
unendlich ferne Ebene als vierte hinzugezogen wird. 

Man betrachte irgend eine Ebene E, Jeder Punkt P der- 
selben hat seine Polarebene, welche E in einer Geraden l 
schneidet, woraus folgt, dass jeder auf l liegende Punkt zu P 
conjugirt ist. Innerhalb der Ebene E selbst reducirt sich 
also die räumliche polare Verwandtschaft zu einer ebenen, 
wie sie in I, § 22 so ausführlich erläutert worden ist. Der 
Kegelschnitt aber, in Bezug auf welchen diese Verwandtschaft 
gilt, kann oifenbar kein anderer sein, als der (reelle oder 
imaginäre) Schnitt von E mit dem EUipsoid. 

Wie es zu jedem Punkte P unzählig viele conjugirte Pole 
giebt, die alle in der Polarebene liegen, so kann man um- 
gekehrt alle Ebenen, welche durch den Pol einer gegebenen 
Ebene E hindurchgehen, polar zu dieser Ebene nennen. Man 
betrachte darauf hin irgend einen Punkt P oder vielmehr das 
durch ihn als Centrum bestimmte Ebenen- und Strahlenbündel. 
Jeder Ebene E dieses Bündels sind unzählig viele Ebenen 
desselben Bündels conjugirt, nämlich alle diejenigen, welche 
durch den Pol von E hindurchgehen. Sie bilden also ein 
Ebenenbüschel, dessen Achse l als Strahl genommen nun zu E 
in polarer Verwandtschaft steht, da umgekehrt jeder durch l 
gehenden Ebene ein in E liegender Strahl entspricht. Offen- 
bar bezieht sich diese Verwandtschaft auf den von P aus- 
gehenden (reellen oder imaginären) Berührungskegel. Wenn 
P mit dem Mittelpunkt M des EUipsoides zusammenfällt, so 
geht sie wieder in die Beziehung zwischen Durchmesser und 
conjugirter Durchmesserebene über. 

Polarität zwischen gerader Linie und gerader 
Linie. 

Wenn ein Punkt P{x^yyz) seine Lage ändert, so auch die 
Polarebene E {u, v, w). Beschreibt P eine geradlinige Punkt- 
reihe ly so muss E ein Ebenenbüschel um eine andere Achse 
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/j beschreiben. Denn greift man auf / irgend zwei Punkte 
Pi und P2 heraus, so sind sie zu allen Punkten der Geraden /i, 
]U welcher sich die Polarebenen J5i und E2 schneiden, conju- 
girt. Also sind auch alle Punkte von l zu allen Punkten von 
li conjugirt, d. h. die Polarebenen aller Punkte von l müssen 
durch li hindurchgehen und umgekehrt. So entsteht die 
polare Verwandtschaft zwischen gerader Linie und gerader 
Linie, die noch etwas genauer zu betrachten ist. 

Schneidet l das Ellipsoid, so nehme man die Schnittpunkte 
als die vorhin genannten Punkte P^ und Pg. Die Polare li 
ist also Schnittlinie der beiden Tangentialebenen in diesen 
Schnittpunkten. "Schneidet aber l das Ellipsoid nicht, so gehen 
durch l zwei Tangentialebenen. Die Verbindungslinie der 
beiden Berührungspunkte ist also die Polare li. 

Um aber auch analytisch diese Verwandtschaft zwischen 
l und li darzustellen, seien zunächst Pi (a:iyi;8r^), Pg {X2y2^2) 
irgend zwei Punkte und E^ iu^v^Wj)^ E^ (wb^2«<'2) ihre Polar- 
ebenen, so dass nach 20): 

a?! = — u^a^ yi = — vj)'^, 01 =: — f€iC^; 

Nun bilde man nach 1) und 4) § 10 die Plücker'schen 
Koordinaten von l und nach 11) § 10 diejenigen von li, also z. B.: 

X = X2 Xi] Li = Wg — Wi. 

Daher nach den Gleichungen 20: 

Geht man in derselben Weise auch mit den anderen Koor- 
dinaten vor, so entstehen nach Einführung eines an sich will- 
kürlichen Faktors h die Beziehungen zwischen l und li : 

Iji = — hlH^X, Mi = — kc^u^Y, Ni = — Jca^b^Z. ^^. 

Xi = Äa« i, Y^ = mm, Zi = MN. ^ 

Aus diesen Formeln, die zu jeder Geraden l im Baume 
die polare Gerade li bestimmen, entnimmt man unter 
anderem : 

also nach der Identität 6) § 10: 
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Da nun nach 2) § 10 X, T, Z proportional zu den 
Eichtungscosinus der Geraden l sind, so ist aus 3) § 18 zu 
schliessen : 

Irgend zwei conjugirte Gerade l und ?i sind 
parallel zu conjugirten Durchmessern. (Was selbst- 
verständlich auch rein geometrisch leicht nachweisbar ist). 

Wann schneiden sich zwei conjugirte Gerade l und ?i? 
Um dies zu beantworten, greife man zur Formel 14 a) § 10 für 
die Bedingung des Schneidens zurück und setze 21) ein. 
Es folgt: 

X2 Y^ Z^ X^ Jf ^ JT^ _ 

a- &2 c2 ' b^c^ "*" cW "^ a%^ ~ ' 

d. h. nach 18): 

Nur die Tangenten des Ellipsoides werden von 
ihren Polaren geschnitten. 

Der Schnittpunkt ist der Berührungspunkt, da durch ihn 
die Polarebene jedes Punktes der Tangente hindurchgeht. 
Die Polare einer Tangente ist also wieder eine durch den- 
selben Berührungspunkt gehende Tangente. So werden also 
alle in derselben Berührungsebene liegenden Tangenten paar- 
weise einander, zugeordnet und zwar „involutorisch", da ja, 
wie eben bewiesen, zwei solche Tangenten parallel sind zu 
conjugirten Durchmessern derjenigen Ellipse, in welcher das 
EUipsoid durch die parallele Durchmesserebene geschnitten 
wird. 

Es giebt also auch für jeden Punkt P des Ellipsoides ein 
Paar zu einander senkrechte polare Tangenten, diejenigen 
nämlich, welche zu den Hauptachsen der genannten Ellipse 
parallel sind. Sie bestimmen in P die sogenannten Haupt- 
richtungen, welche in der Krümmungstheorie der Flächen*) 
als Richtungen der beiden Krümmungslinien eine so grosse 
EoUe spielen. Wie schon einmal bemerkt, haben im all- 
gemeinen die durch die Normale der Fläche gehenden Schnitte 
in P ungleiche Krümmung, was hier dahin ergänzt werden mag, 
dass für die eine Hauptrichtung die Krümmung ein Maximum, 
für die andere ein Minimum wird. Nur für die Nabelpunkte 

*) Die Theorie conjugirter Tangenten kann nämlich auf heliehige 
Flächen ausgedehnt werden, ohgleich die allgemeine Polarentheorie nur 
für diejenigen zweiter Ordnung zutrifft. 
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sind diese Krümmungen alle gleich. Hier stehen auch alle 
polaren Tangenten aufeinander senkrecht, da die parallele 
Ellipse ein Kreis ist. — Man stelle sich allgemeiner alle 
durch einen beliebigen Punkt P des Baumes gehenden Tan- 
genten vor. Ihre Polaren müssen in der Polarebene von P 
liegen und da sie andererseits auch Tangenten an das Ellipsoid 
sind, so berühren sie diejenige Ellipse, in welcher der Kegel 
das Ellipsoid berührt. 

Selbstverständlich kann der wesentliche Inhalt dieses § 
mit geringen Abänderungen auf alle Flächen zweiter Ordnung 
ausgedehnt werden; es mag für die beiden Hyperboloide nur 
noch die Bemerkung eingeschaltet werden, dass der Kegel 15), 
wenn man die Spitze mit dem Mittelpunkt zusammenfallen 
lässt, also a?! = ^1 = ;8fi = setzt, die Gleichung erhält : 

f ' _U ?^ _ ^* _ 

Er wird zum Asymptotenkegel der Fläche (dem sich diese 
unbegrenzt annähert). 

Uebnngsanfgaben« 

1. In einem beliebigen Punkte P(xyx) des Ellipsoids 1) wird die 
Normale, d. h. die Senkrechte auf der Berührungsebene gezogen. Es sind 
die Koordinaten der drei Schnittpunkte (?, Ä, S mit der yz-, der xa>- und 
as^-Ebene zu ermitteln. Wie verhalten sich die drei Längen QP^ RP^ SP 
zu einander. 

2. Es ist der Komplex aller derjenigen Geraden zu bestimmen, welche 
auf ihren Polaren senkrecht stehen. Alle Durchmesser, alle in den Haupt- 
ebenen liegenden und alle auf diesen senkrechten Geraden gehören zu dem 
Komplex. Ebenso alle Normalen der Fläche. 

3. Man zeige, dass unzählig viele Flächen zweiter Ordnung denselben 
in der vorigen Aufgabe genannten Komplex besitzen und dass letzterer 
übereinstimmt mit der Gesammtheit aller Geraden, für welche die Schnitt- 
punkte Qj Rj S mit den Hauptebenen in einem gegebenen einfachen Ver- 
hältniss zu einander stehen. 

4. Man stelle ausser dem in 2) und 3) genannten Komplex noch einen 
anderen auf, der im besonderen alle Normalen der Fläche enthält,, so dass 
diese Normalen als die gemeinsamen Strahlen der beiden Komplexe er- 
scheinen. 



Vierter Abschnitt. 

§ 19 bis § 22. 



§ 19. 

Krümmung der Flächen. Die geraden Linien anf den 

Flächen zweiter Ordnung. 

Man ist leicht geneigt, bei der Vorstellung einer „krummen" 
Oberfläche den Typus der Kugel oder des EUipsoids, kurz der 
„positiven" oder „elliptischen" Krümmung za Grunde 
zu legen. Wird zur Gewinnung einer kürzeren Ausdrucks- 
weise die Berührungsebene in dem betrachteten Punkte P der 
Fläche horizontal augenommen, so geht bei diesem Typus die 
Krümmung in allen Azimuthen nur nach oben oder nur nach 
unten. Die Berührungsebene berührt die Fläche in P, schneidet 
sie aber nicht, wenigstens nicht in unmittelbarer Umgebung 
dieses Punktes. 

Ganz anders verhalten sich die negativ oder sattel- 
förmig gekrümmten Flächen. Hier geht die Krümmung 
nicht in allen Azimuthen nur nach oben oder nur nach unten, 
sondern theils nach oben, theils nach unten. (Sattel, Gebirgs- 
pass). Die Berührungsebene muss daher die Fläche nicht 
allein in P berühren, sondern auch schneiden und zwar, da 
die Azimuthe, in welchen die Krümmung nach oben geht, von 
denen, wo sie nach unten geht, doch getrennt sein müssen, in 
zwei sich in P schneidenden Richtungen, den sogenannten 
„ asymptotischen " Eichtungen. Normalschnitte längs dieser 
Richtungen haben keine Krümmung. In zwei Scheitelwinkel- 
räumen geht sie nach oben, in den beiden anderen nach 
unten. 

14 
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Zwischen den positiv und den negativ gekrümmten Flächen 
stehen diejenigen, welche, wie man sagt, parabolisch ge- 
krümmt sind, wie der Cylinder und der Kegel oder ganz 
allgemein die abwickelbare Fläche- (Siehe 8 12). Hier fallen 
die beiden asymptotischen Bichtungen zu äü^r einzigen zu- 
sammen ; das eine Paar der Scheitel winkelräume reducirt sich 
auf einen Strich, während in allen anderen Eichtungen die 
Krümmung nur nach einer Seite geht. 

Ausnahmen treten z. B. für solche Punkte ein, die keine 
eigentliche Tangentialebene haben, wie etwa die Spitzen der 
Kegel. Auch liegt die Möglichkeit auf der Hand, dass auf 
ein und derselben Fläche sowohl Gebiete mit positiver, als 
auch solche mit negativer Krümmung vertreten sein können, 
die im allgemeinen durch Linien von einander abgegrenzt 
sein werden, auf welchen die Krümmung parabolisch ist. 
Man stelle sich z. B. die Eingfläche vor, die durch Um- 
drehung eines Kreises um eine in seiner Ebene gelegene, 
aber den Kreis nicht schneidende Achse entsteht. Aussen ist 
offenbar positive, innen aber negative Krümmung und da- 
zwischen liegen (oben und unten) die beiden hier kreis- 
förmigen Grenzlinien mit parabolischer Krümmung. 

Eine Fläche zweiter Ordnung aber ist nur einheitlich 
gekrümmt, also entweder nur positiv (EUipsoid, zweischaliges 
Hyperboloid, elliptisches Paraboloid) oder nur negativ (ein- 
schaliges Hyperboloid und hyperbolisches Paraboloid) oder 
nur parabolisch (Cylinder und Kegel). Siehe Typus A, B und 
C in § 14. 

Die geraden Linien auf den Flächen zweiter Ord- 
nung. Auf den Flächen zweiter Ordnung vom ersten Typus 
kann es offenbar gar keine (reelle) gerade Linie geben. Da- 
gegen ist die Existenz zweier Schaaren von ihnen für den 
zweiten Typus sofort auf folgende Weise, ganz abgesehen von 
den früheren Untersuchungen solcher Schaaren in § 12, nach- 
weisbar. 

Wie vorhin erläutert, muss die Berührungsebene bei nega- 
tiver Krümmung in die Fläche einschneiden und zwar in zwei 
verschiedenen, im Berührungspunkt sich schneidenden Eich- 
tungen. Andererseits ist für eine Fläche zweiter Ordnung 
jeder ebene Schnitt eine Kurve zweiter Ordnung; er zerfällt 
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«biso hier in zwei gerade Linien, da keine andere Kurve 
zweiter Ordnung zweimal durch denselben Punkt hindurch- 
geht. ' 

Wie aber stfilt man diese beiden Schaaren von Geraden 
aus der gegebenen Gleichung der Fläche, also z. B. 5) oder 
^) § 14 heraus analytisch dar? Auch hierfür lässt sich durch 
folgende üeberlegung Eath schaffen! 

Es sei l irgend eine Gerade der Fläche. Man betrachte 
sie als Schnitt zweier Ebenen: 

Dl = «10?+ 6ii^+ ^1^+^1 = 0, U2=a2^+b2y + (^z + d2=0 1) 
«0 liegt die Sache doch so, dass wenn die beiden Gleichungen 1) 
erfüllt sind, auch die Gleichung der Fläche erfüllt ist 
Letztere Gleichung muss also als Folge von 1) ableitbar 
sein. Da sie aber vom zweiten Grade ist, die Gleichungen 1) 
aber nur den ersten Grad haben, so kann dies nur darauf 
hinauslaufen, dass es möglich sein muss, zwei andere lineare 
JFaktoren : 

arufzufinden, so dass nach Multiplikation und Addition die 
Gleichung der Fläche in der Form: 

F{x, y, z) = ü, F2 — r,ü, = 3) 

herauskommt. 

Ist aber diese Form 3), in welcher Di, U^j Fj, Fg nach 1) 
und 2) irgend vier lineare Ausdrücke sind, hergestellt, so 
leitet man die beiden Schaaren von geraden Linien folgender- 
massen ab. Aus 3) folgt: 

Vi ~ r,' 

Wird der gemeinsame Werth dieser Brüche = A gesetzt, 
so ergiebt sich: 

D, — AFi = 0, U2 — AF2 = 0. 4> 

Man kann aber auch setzen: 

-^- = -^=z ^; also: 

C/i— ^D2 = 0, Fl— /iF2 = 0. 5) 

In 4) ist die eine, in 5) die andere Linienschaar 

gegeben. Denn setzt man in 4) für k oder in 5) für fi 

irgend einen Werth, so entstehen zwei Ebenen, die sich in 

«iner auf der Fläche liegenden Geraden schneiden. Man sieht 

14* 
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auch, dass zwei Gerade defselben Schaar (im allgemeinen) zu 
einander windschief sind. Denn nimmt man z. B. für X zwei 
verschiedene Werthe X^ und X2 und bildet demnach die vier 
Gleichungen: 

u^—x^r^ = o, u^—x,r, = o, u^ — x,r^ = o, u,~i,v^=o 

so müssen die Koordinaten des etwaigen Schnittpunktes alle 
vier erfüllen. Aus ihnen folgt aber auch: 

Es müssten also — was im allgemeinen, wenn U^, ü^, F^, F^ 
vier beliebige lineare Ausdrücke sind, nicht zutreffen wird — 
diese vier Ebenen ebenfalls durch einen Punkt gehen. Dann 
aber gehen alle Linien 4) und 5) durch diesen Punkt, die 
Fläche ist ein Kegel und die beiden Schaaren 4) und 5) fallen 
zusammen. 

Sonst aber sind die Geraden ein und derselben 
Schaar windschief Dagegen wird jede Gterade der einen 
von jeder Geraden der anderen Schaar geschnitten, wie daraus 
folgt, dass für jedes Werthepaar X und ju aus drei der vier 
Gleichungen 4) und 5) die vierte folgt Man kann dieselben 
zu der fortlaufenden Proportion vereinigen: 

i7i : Di : Fl : V^ = X • jll: X: /i:l 
oder: 

üi — A/iF2 = 0, U., — Xr^ = 0, Ft — /*F3 = 0. 

Diese drei Gleichungen, oder auch irgend drei der 
Gleichungen 4) und 5) bestimmen nach Einsetzen der Aus- 
drücke Dl, D2, Fl, V2 aus 1) und 2) die Koordinaten des 
Schnittpunktes. 

In 4) sind zwei Ebenenbüschel und zwar zwei beliebige 
Ebenenbüschel aufgestellt, die hier projektivisch aufeinander 
bezogen werden, da je zwei demselben Werth von X zu- 
gehörende Ebenen beider Büschel entsprechen (vergl. I. § 23). 
Ein Gleiches gilt für 5). Also: 

Irgend zwei projektivisch einander zugeordnete 
Ebenenbüschel mit windschiefen Achsen erzeugen, 
wenn entsprechende Ebenen zum Schnitt gebracht 
werden, eine Schaar von Geraden einer Fläche 
zweiter Ordnung. Die beiden Achsen gehören der 
anderen Schaar an. ' 

Da ferner jedes der beiden Büschel die Achse des anderen 
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in einer Perspektiven, also aucli projektivischen Ponktreike 
sehneidet, so folgt: 

Irgend zwei projektive geradlinige und zu ein- 
ander windschiefe Punktreihen erzeugen, wenn ent- 
sprechende Punkte verbunden werden, eine Schaar 
von Geraden einer Fläche zweiter Ordnung. Die 
Träger der gegebenen Punktreihen gehören der 
anderen Schaar an. 

Im allgemeinen ist die so erzeugte Fläche ein einschaliges 
Hyperboloid. Wenn aber die unendlich fernen Punkte der 
Punktreihen einander entsprechen, ihre Projektivität also zur 
Aehnlichkeit oder Congruenz wird, so ist das Ergebniss ein 
hyperbolisches Paraboloid. 

Wenn man alle Geraden einer Sehaar von irgend einem 
Punkte P im Baume durch Ebenen projicirt, so ist in jeder 
dieser Ebenen nur eine Gerade der Schaar enthalten. Da 
aber andererseits eine Ebene überhaupt eine Fläche zweiter 
Ordnung in einer Kurve zweiter Ordnung schneiden muss, so 
kann diese Gerade nur ein Theil des Schnitten sein und die 
Ebene muss die Fläche noch in einer zweiten, aber zur 
anderen Schaar gehörenden Geraden schneiden. Die proji- 
«irenden Ebenen berühren mithin die Fläche und zwar in den 
Schnittpunkten der beiden Geraden. Sie umhüllen also auch 
den von P aus an die Fläche gehenden Berührungskegel. 
Schneidet man diesen noch durch eine beliebige Ebene, so 
folgt: 

Bei jeder nach den Prinzipien der darstellenden Geometrie 
hergestellten Zeichnung einer Fläche zweiter Ordnung fallen 
die Projektionen der beiden Linienschaaren zusammen und 
erscheinen als Tangenten desjenigen Kegelschnittes, welcher 
die scheinbare Umgrenzung der Fläche bildet. (Fig. 29 u. 30). 

Dies muss auch richtig sein, wenn der Punkt P auf der 
Fläche selbst liegt. Es findet aber dann insofern eine Aus- 
nahme statt, als dann die beiden durch P gehenden Geraden 
der Fläche sich in der Projektion als Punkte darstellen, 
während die übrigen Geraden der einen und der anderen 
Schaar durch je einen dieser Punkte zu gehen scheinen und 
also in der Zeichnung zu zwei Strahlenbüscheln werden. 

Lässt man aber P mit dem Mittelpunkt der Fläche zu- 
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sajnmenßilleu, so ber&hrt der Kegel die Fläche erst in anend- 
licher Feme. Also: 

Jede Gerade der einen Schaar ist parallel zu einer 
Geraden der anderen Schaar und auch parallel za 
einer Kante des Asymptotenkegels der Fläche. 

Ist aber die Fläche ein hyperbolisches Paraboloid, so liegt 
ihr Mittelpankt anendlich fem in der Bichtnng der Achse 
nnd föllt mit dem Schnittpunkt der beiden unendlich femeu 
Geraden der Fläche zusammen. Es tritt also der vorhin er- 
wähnte Ausnahmefall ein, der hier folgende Gestalt annimmtr 

Projicirt man das hyperbolische Paraboloid durch Strahlen 
parallel zu seiner Achse auf eine beliebige Ebene, so er- 
scheinen die Geraden jeder Schaar parallel (zwei Parallel- 
strahlenbüschel). Oder aach: Die Geraden jeder Schaar sind 
parallel zu ein und derselben Ebene. 



Die DarsteUnng der Gleichung einer Fläche in der Form 3) 
macht gar keine Schwierigkeit, wenn man von den einfachen 
in § 14 angegebenen 
Formeln ausgeht. Denn 
z.B. ffir das einschalige 
Hyperboloid (Fig. 29) mit 
der Gleichung: 

oder (um für A = auch 
den Kegel zu erhalten): 



schreibe man so: 

(f+S(?-l)-(i-^(H=o 

und setze also nach 3): 

' c ' a' ^ &'' b ' ^ c a 
,' Die beiden Schaaren 4) und 5) werden also: 
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£ + £_,(! + ,) = „, J_|_l(|_.) = o. 5.) 

Man bemerke zunächst, dass für A = /i die Gleichungen 
4a) und 5a) sich nur durch die Vorzeichen der Constanten 

l±XJc, ± Y ) unterscheiden. Die entsprechenden Geraden sind 

also parallel. Fttr Z; = fallen dann 4 a) und 5 a) ganz und 
gar zusammen, d. h. für den Kegel vereinigen sich beide 
Schaaren zu einer einzigen. Ausserdem sind (siehe § 14) die 
Geraden des Hyperboloids auch parallel zu den Kanten des 
Asymptotenkegels {k = 0), wie bereits vorhin gezeigt. 

Setzt man aber A beliebig und /i auch beliebig, so müssen 
sich die beiden in 4 a) und 5 a) gegebenen Geraden schneiden. 
Zur Berechnung des Schnittpunktes setze man die beiden aus 

4 a) und 5 a) folgenden Werthe von 1 oder auch von 

C Cv 

einander gleich. Man erhält beide male dasselbe, 

C 0/ 



nämlich : 



und hieraus: 



'(f-*)=''(f+*) 



l fJL 



Führt man diesen Werth in 4 a) oder 5 a) ein und be- 
rechnet durch Addition und Subtraction x und z^ so folgt, 
wenn nun wieder h = l gesetzt wird : 

Diese Gleichungen 6) enthalten zugleich (§ 5) eine über- 
raschend einfache Parameterdarstellung des ein- 
schaligen Hyperboloids, wobei man sich übrigens hinter- 
her leicht überzeugen kann, dass die Gleichung desselben: 

ip2 t/^ ^2 

— 4-^ 1=0 

nach Einsetzen von 6) identisch erfüllt wird. Wie zu er- 
warten, sind die Formeln 6) sowohl in Bezug auf X, als auch 
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in Bezug anf fi vom ersten Grade (bilinear), da wenn man A 
constant setzt und fi varUrt, oder umgekehrt, der laufende 
Punkt sich auf einer Geraden der einen oder der anderen 
Schaar bewegt. 

Für das hyperbolische Paraboloid (Fig. 30): 




Fig. 30. 



_ 0^ _ y_ 



2jp 



setze man 2p = k\ 2q = 1% forme die Gleichung um in : 

'•i-(f + !-)(f-f)=» 

und mache nach 3): 

TT TT I y TT" —^ y 

Ui=g, c, = ji-j, y^ — j — j, 



F, = 1. 



Die Formeln 4) nnd 5) werden also: 



y ^ — ^ ^y 1 — 



X , y e ^ X y 



Da die beiden Gleichungen: 



4l>) 
51)) 



kein z enthalten, so ergeben sie die Projektionen der beiden 
Linienschaaren auf die rry-Ebene und da, wie man sieht, hier 
der Parameter X oder /a nur in den Constanten enthalten ist. 
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• 



SO sind die Projektionen der Linien jeder Schaar einander 
parallel, wie bereits früher erwiesen. 



Der Versuch, die Gleichung einer positiv gekrümmten 
Fläche zweiter Ordnung, etwa des EUipsoides: 

^2 T J2 "T ^2 J^ — ^ 

auf die Form 3) zu bringen, gelingt nur bei Einführung 
imaginärer Faktoren, z. B.: 

H+?)H-?)-(f+#-i)=°- 

Es kann auch gar nicht anders sein, da hier keine Ge- 
raden auf der Fläche existiren oder da sie vielmehr imaginär 
sind. Bei dem auf Seite 155 besprochenen üebergang vom 
einschaligen Hyperboloid durch den Asymptotenkegel zum 
zweischaligen Hyperboloid sieht man übrigens deutlich, wie 
zunächst die beiden Schaaren zusammenfallen, um darauf beide 
zugleich imaginär zu werden. 

Die Gleichungen 21) § 18 für polare gerade Linien l und Zi 
liefern übrigens auch auf natürlichste Weise einen Ansatz zur 
Ermittelung der geraden Linien, der sehr leicht ausgebeutet 
werden kann. Man stelle nämlich die Frage nach solchen 
Geraden, die sich etwa selbst polar sind. Eine solche 
Gerade l hat die Eigenschaft, dass die Polarebene jedes auf 
ihr gelegenen Punktes P durch l hindurchgeht, woraus folgt, 
dass jeder Punkt P von l, d. h. l selbst auf der Fläche liegt. 

Wird der Ansatz Xi = X, Fi = T etc. in 21) § 18 ge- 
macht, so folgt für das EUipsoid: 

k^a^b^c^ = — 1, Jc= + -4—' 

' — abc 

Für das einschalige Hyperboloid wird dagegen: 

k= + ^- 
"" abc 

und jedem der beiden Vorzeichen entspricht eine der beiden 

Schaaren (als gemeinsame Strahlen dreier linearer Komplexe). 

[Siehe § 12.] 

Wie in § 18) erläutert, erhält man bei Zuordnung polarer 

Tangenten für jeden Punkt P der Fläche ein involutorisches 
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StraUenbflsche], in welchem die Hanpttangenten das auf ein- 
ander senkrechte Paar bilden. Die beiden dnrch P gehenden 
Geraden l nnd Z^ der Fläche sind somit die sich selbst ent- 
sprechenden Strahlen dieser Involution, woraus übrigens noch 
folgt, dass die Haupttangenten, also die Richtungen grösster 
und kleinster Krümmung, die Winkel zwischen l und l^ 
halbiren. 

üebungsanfgaben. 

1. Es soll das Büschel aller Flächen zweiter Ordnung aufgestellt 
werden, welche durch die vier Kanten AB, BC, CD, DA eines windschiefen 
Vierecks ABCD hindurchgehen. Im hesondem ist das hierher gehörende 
Paraholoid zu hestinunen. Wie wird dasselbe am einfachsten konstruirt? 
Aus dieser Konstruktion nachzuweisen, dass das Paraholoid durch den 
Schwerpunkt des Tetraeders ABCD gehen muss. 

2. Gegeben sei die Fläche C/Fi — FCTi « 0, wo U, U^, F, V^ irgend 

vier lineare Funktionen von a;, y und x sind. Dann stellt jede Gleichung 

von der Form: 

XJV^ _ Vü^ + aTJ^ + hVV+ cFä = 

wo a, hj c beliebig gegeben sind, eine Fläche zweiter Ordnung dar, welche 

die erstere längs der Erzeugenden Z7= 0, F= berührt. 

3. Gegeben irgend zwei zu einander windschiefe Gerade l und l^ im 
Baume. Ist es möglich, zwei einschaJige Rotationshyperboloide, das eine 
um l, das andere um ^ als Achse so zu konstruiren, dass sie sich längs 
einer Kante überall berühren? (Theorie der Hyperboloidräder zur un- 
mittelbaren Uebertragung der Drehung auf windschiefe Achsen). 



§ 20. 

Die berührenden Ereiskegel an Flächen zweiter Ordnung. 
Fokalellipse und Fokalhyperbel. Konfokale Flächen. 

Die unmittelbare Uebertragung der Brennpunkte von den 
Kurven auf die Flächen zweiter Ordnung fuhrt offenbar nur 
auf Umdrehungsflächen. Wenn zwei feste Punkte im Eaume 
gegeben sind und der geometrische Ort aller Punkte gesucht 
wird, für welche die Summe oder die Differenz der Abstände 
von ihnen constant ist, so wird eben ein verlängertes 
Botationsellipsoid oder ein zweischaliges Eotationshyperboloid 
gefunden. 

Im allgemeinen Falle aber, z. B. für ein dreiachsiges 
EUipsoid, liegen die Fokaleigenschaften ganz und gar nicht 
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SO offen zu Tage und es waren daher tiefgehende Forschungen 
nöthig, um sie klar übersehen zu können. Auch war man 
zunächst auf Umwege angewiesen, da noch gar nicht aus- 
gemacht war, in welcher Form und bis zu welchem Grade die 
Uebertragung möglich ist 

Berührende Kreiskegel. Am schnellsten führt die sehr 
einfache und natürliche Frage, ob es unter allen Kegeln, die 
ein gegebenes Ellipsoid berühren, auch Kreiskegel giebt, in 
diese schöne Theorie hinein. Offenbar steht diese Frage in 
reciproker Verwandtschaft zu der früher gelösten nach den 
Kreisschnitten; doch geben letztere keinen Bückhalt zur 
Bestimmung der Kreiskegel, da diejenigen Kegel, welche das 
Ellipsoid längs eines Kreises berühren, elliptische Kegel sind, 
während andererseits die Kreiskegel das Ellipsoid längs 
Ellipsen berühren. (Es sei denn, dass die Fläche eine Um- 
drehungsfläche ist, für welche beide Arten von Kegeln zu- 
sammenfallen). 

Es werde also ein Ellipsoid gegeben. Nach 15) § 18 wird 
die Gleichung des Berührungskegels von einem beliebigen 
Punkte P im Raum bestimmt. Bezeichnet man jetzt die 
Koordinaten der Spitze P einfach mit xyz^ diejenigen des 
berührenden Punktes aber mit XYZ und setzt zur Verein- 
fachung der Schreibweise: 

«2- + fF + ^-i = ^; -^=«*>-F=^'-^="'i> 

so lautet die Gleichung des Kegels: 

Die Glieder zweiten Grades sind darnach: 



— %X.Ym — 2YZvw — 2ZXwu. 
Es ist also hier: 



2) 



Ä Ä Ä 

«11 = — 2 — ^'^ »23 = J2 — ^'» «38 = -^ — W^ j. 

ai2 = — uVy a28 = — vWj a^i = — wu. 
Nun wende man die Kriterien des § 14 für ümdrehungs- 
flächen an: 
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«11 — — «22 = «33 • *) 

«23 «81 «12 

Sie ergeben hier sehr einfach: 

j3L Jj. ^X a^^ 

Ö« ^ F "^ cä- ^> 

Wenn also nicht a = b = c, d. h. wenn nicht das Ellipsoid 
«ine Engel und jeder Berfihmngskegel zum Ereiskegel wird, 
so mnss hiernach sein: 

^ = 0, d. h. nach 1): ^ + |J + ^ - 1 = 0, 

d. h. die Spitze des Kegels mnss anf dem Ellipsoid liegen. 

Dies ist freilich richtig, weil dann der Kegel in die doppelt 
zn zählende Berührnngsebene ansartet und man die Ebene, 
wenn man will, auch als einen Kreiskegel bezeichnen kann. 
Aber ebenso richtig ist wohl auch, dass bei der Frage nach 
den berührenden Kreiskegeln diese Lösung nicht in Betracht 
kommt und nicht gewollt ist. 

Man sieht, dass auch die trockenen Formeln zuweilen 
ad absurdum fuhren. Aber wo sind denn nun die wirklichen 
Ereiskegel eigentlich geblieben, da unsere Analyse nur zu 
den Psendokreiskegeln, alias Berührungsebenen geführt hat? 

Es mnss also wohl noch eine kleine Lücke in dieser 
Analyse vorhanden sein, durch welche die gesuchten Kreis- 
kegel unversehens uns entschlüpft sind. Und in der That ist 
eine solche in § 14 angezeigt worden, die nämlich, dass zwei 
der drei Koefficienten : 

«13j «28> «81 

verschwinden, worauf die Bedingungen 4) illusorisch, d. h. von 

der Form ^ werden. Man mache daher nach 3) z. B. den 

Ansatz : m == 0, d. h. a; = 0, 

d. h. P liege in der y^e^-Ebene. Es wird dann a^^ = Oig = 
und nach 20 a) § 14 lautet in diesem Falle die Bedingung für 
-einen Kreiskegel: 

(«22 — «ll) («88 — «ll) — «23^ = 0, 

also hier, da w = 0: 

Werden die Klammern aufgelöst, so erhalten alle Glieder, 



§ 20. Konfokale Flächen. 



221 



nachdem + vho^ gegen — vHp^ gehoben, den Faktor A, der 
sich hier noch einmal vordrängt. Wird er entfernt, so bleibt Übrig : 

Hier hat man nnn für Ä, v, w nach 1) ihre Werthe einza* 
setzen (w=0). Dividirt man noch durch [^ 2)(~y 2) 



so folgt: 

62 ^ (J2 ^ 



oder endlich: 



y 



?« 



\b^ ay [c" ay 



= 



y 



6« — o« 



+ 



f1 



c^ — a> 



— 1 = 0. 




Fig. 31. 



Führt man in derselben Weise die ebenso berechtigten 
Ansätze: y = 0, ;8f = durch, so werden die folgenden drei 
Möglichkeiten für die Spitzen von berührenden Kreiskegeln 
gewonnen (Fig. 31): 



ä; = 0; 
y = 0; 



y' ^ ^' 



62_a2 



C2_t2 
X^ 

a^ — c^ 



+ 
+ 



C2 


a;« 


0« 


o2 


y« 


6« 



62 — e« 



-1 = 



— 1 = 



-IHO 



6) 

8) 
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Es sei wieder a > 6 > c. Dann ist 6) eine in der Ebene 
der mittleren und kleinsten Hauptachse liegende imaginäre 
Ellipse und scheidet also aus. 7) ist eine in der Ebene der 
grössten und kleinsten Achse liegende Hyperbel. Ihre reelle 
Halbachse a\ ihre imaginäre Halbachse h' und ihre Excen- 
tricität e' werden nach 7) durch die Formeln bestimmt: 
a'2 = «2 _ j2^ yi = 62 _ ^2^ ß.2 _ ^i2 ^ JI2 — a« — cl 7a) 

Aus der letzten Gleichung folgt übrigens, dass die 
Hyperbel 7) zu dem zugehörenden Hauptschnitt des EUipsoides: 

konfokal ist, denn auch hier findet man: 

e2 = a« — c\ 

Die Scheitel der Hyperbel 7) liegen innerhalb des Ellip- 
soids. Sie schneidet die Fläche in vier Punkten 6r, 6r', Gi, G\ 
und zwar, wie man durch Einsetzen von 10) § 17 in 7) be- 
stätigt, in den vier Nabel- oder Kreispunkten. Sie tritt dort 
normal aas dem Ellipsoid heraus, da sich konfokale Ellipsen 
und Hyperbeln senkrecht schneiden. 

Die Kurve 8) ist eine in der Ebene der grössten und der 
mittleren Achse gelegene Ellipse BEB^ E^. Für ihre grosse 
und kleine Halbachse a" und 6" und ihre Excentricität e** 
findet man: 
a^'2 = a^ — c^^ 6"2 = 52 _ ^2^ e"«= a"2_ 6"2 ^ a^— 61 ga) 

Die Ellipse 8) ist daher zum Hauptschnitt der Fläche: 

konfokal. Da a" < a, b" < 6, so liegt sie innerhalb des 
EUipsoids und die zugehörigen Kreiskegel werden imaginär. 

Es bleibt daher als Ort für die Spitzen reeller Kreis- 
kegel nur die in der Ebene der gi'össten und kleinsten Achse 
liegende Hyperbel 7) übrig, soweit sie ausserhalb der Fläche 
läuft. Es sei P {x, 0, 0) ein beliebiger Punkt der Hyperbel 7). 
Um die Richtungswinkel aßy der Achse des zugehörigen 
Kreiskegels zu bestimmen, bringe man die quadratischen 
Glieder der Form 2) nach Vorschrift von 17) § 14 in die 
Gestalt : 

X{X^ + r^ + Z2) -j- A (mX + nr+ pZ)\ 
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Man findet nach Ausführung der etwas mühsamen 
Bechnung : 

m :n:p = ^r^ ^ : 



und daher auch: 

COS a : COS ß : cos y = -^^z ^r : : — ^ t^ 

cos ß = 0, d. h. die Achse des Kegels liegt in der ic^er-Ebene, 
wie nicht anders zu erwarten. Bezeichnet man mit (p ihren 
Eichtungswinkel, bezogen auf die + a:-Achse als Anfangs- 
richtung, so folgt nach 8 a) § 1: 

cosy o^b^ — c^) 

^ ^ ~ "cös^ ~ 7(ä^"^=^6«) • 

Denselben Richtungswinkel erhält man aber auch für die 
Tangente an die Hyperbel 7) in P (siehe I, § 15). Daher: 

Die Achse des Kreiskegels fällt mit der Tangente 
der Hyperbel 7) zusammen.*) 

Kon fokale Flächen. Die drei Kegelschnitte 6), 7), 8) 
bezeichnet man auch als Fokalkurven des Ellipsoids. 
Sie entsprechen in sehr vielen Beziehungen den Brennpunkten 
der Ellipse. Wie diese auf Hyperbel und Parabel, so können 
jene auf die anderen Flächen zweiter Ordnung übertragen 
werden. 

Konfokale Flächen. Ein Blick auf die Gleichungen 6), 
7), 8) lehrt, dass zu denselben Pokalkurven eine ganze 
Schaar von Flächen zweiter Ordnung gehört. Denn 6), 
7) und 8) bleiben unverändert, wenn statt a®, b\ c^ gesetzt 

werden : 

a2-|-A, 62 + A, c^ + k, 9) 

*) Der hier nur flüchtig angedeutete analytische Beweis dieses Satzes 
kann durch den folgenden geometrischen ersetzt werden: Die beiden Tan- 
genten von P an den in der ic^-Ebene liegenden Hauptschnitt des Ellipsoides 
sind zwei Kanten des Kreiskegels und zwar gegenüberliegende. Die Kegel- 
achse muss daher ihren Winkel halbiren. Nun ist aber die Winkelhalbirende 
zweier Tangenten einer Ellipse (I, § 14) zugleich Winkelhalbirende der 
beiden Brennstrahlen. Letztere aber sind auch Brennstrahlen der Hyperbel 7), 
da diese mit dem Hauptschnitt konfokal liegt, wie vorhin gezeigt. Folglich 
fällt nach I, § 15 die Kegelachse mit der Tangente der Hyperbel zu- 
sammen, q. e. d. 



o«-t-A 


«2 


«* + Ai 


a;« 
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WO X ganz willkürlich bleibt. Sind die Grössen 9) alle drei 
positiv, d. h. ist A >• — c«, so ist die FlÄche ein Ellipsoid. 
Liegt aber X zwischen — c^ und — 6*, in welchem Falle es 
künftig /i genannt werden mag, so wird ein einschaliges 
Hyperboloid, zwischen — b^ und — a« — dann v genannt — 
ein zweischaliges Hyperboloid bestimmt. [Ist A < — a*, so 
ein imaginäres Ellipsoid]. 

Alle diese Flächen nennt man konfokal. Ihr System 
wird durch folgende Gleichungen gegeben: 

Ellipsoid : jq\ 

^2 sj2 ^2 

Einschaliges Hyperboloid: jj-v 

+ h2^1 -^lAr i = o(-c*>/.>-J») 

Zweischaliges Hyperboloid: j2) 

„. + , +1^ + ^-1 = (-6.>v>-««) 

a) Die Ellipsoid e. Greift man ein beliebiges heraus und 
bezeichnet seine Halbachsen mit a^^ b^, c^, so wird: 

ai = |a« + X, 6i = yj« + A, Ci = ^c^ + A 13a) 
und seine Gleichung ist: 

^2 fyS ^2 

■^ + Y-2 + — 2 - 1 = 0. 14) 

Für lim A = cx) nähert sich das Ellipsoid unbegrenzt der 
Eugelform, da: 

lim («1 — 6i; = hm ^ , , ^ = ^^-^ — r^-r = = 

^^ «i+Oi lim(a^+fei) oo 

u. s. w. Je kleiner A, desto grösser wird der Unterschied der 
Achsen. Wird A = 0, so entsteht wieder das anfänglich ge- 
gebene Ellipsoid, das aber nunmehr keine besondere EoUe 
spielt, vielmehr als ein beliebiges Individuum unter einer un- 
endlichen Schaar 10) erscheint. Nähert man sich aber dem 
anderen Grenzwerth A = — c^, so wird : 

Ol = ya^ — c«, 6i = Vi«— c% Ci = 0. 
Während also an der einen Grenze der EUipsoide eine 
(unendlich grosse) Kugel steht, befindet sich an der andern 
Grenze eine vollständig zur (doppelt zu zählenden) Innenfläche 
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einer Ellipse abgeplattete Fläche. Diese Ellipse ist aber 
nach 8) keine andere als die Fokalellipse, welche nun in 
einem neuen Licht als Grenzkurve der konfokalen EUipsoide 
erscheint. 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, dass die Schaar 
10) den ganzen Eaum ausfüllt, so dass augenscheinlich 
durch jeden Punkt P des Eaumes nur eines der EUipsoide 
hindurchgeht. 

b) Die einschaligen Hyperboloide. Greift man ein 
beliebiges heraus, bezeichnet seine reellen Halbachsen mit a^ und 
&29 seine imaginäre Halbachse mit d^^, so wird: 

«2=Fa' + /^, h = Y^+l^, C2 = y— (c^ + A^). 18b) 
Da «2 und 62 kleiner als die Halbachsen der Ellipse 8), 
so liegt die Kehlellipse innerhalb der Fokalellipse. Für den 
ersten Grenzwerth />e = — c' artet das Hyperboloid in die 
doppelt zu zählende Aussenfläche der Fokalellipse aus, so dass 
in der That ein stetiger Uebergang von dem letzten EUipsoid 
10) zu dem ersten Hyperboloid 11) durch diese Grenzkurve 
stattfindet. Aendert sich fju von — d^ bis — 6^, so werden 
die hyperbolischen Hauptschnitte allmählich steiler, während 
sich gleichzeitig die Kehlellipse verengert. Der andere Grenz- 
werth fjL = — h^ giebt: 

«2 = ya2 — h\ 62 = 0, C2 = y62 _ c2 
also auch ein vollständig abgeplattetes einschaliges Hyperboloid, 
aber abgeplattet in denjenigen von der Fokalhyperbel 7) 
begrenzten Theil der ijj-sr-Ebene, welcher die imaginäre Achse 
enthält. 

Auch diese Flächeo schaar 11) erfüllt den ganzen Eaum 
so dass durch jeden Punkt des Eaumes nur eines der ein- 
schaligen Hyperboloide hindurchgeht. 

c) Die zweischaligen Hyperboloide. Greift man eines 
derselben heraus, bezeichnet seine reelle Halbachse mit a^ und 
seine imaginären Halbachsen mit 63 und Cg, so wird: 

a, = y^H^^ h = y- (&^ + y\ 0, = y-(c2+v) isc) 

Für den ersten Grenzwerth v = — 6^ sind die beiden 
Schalen vollständig abgeplattet und fallen mit den beiden 
Innenflächen der Fokalhyperbel 7) zusammen. Wenn sich 
jLL von — 6^ bis — a^ verändert, so blähen sich die beiden 

15 
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Schalen auf, während zugleich, da a^ kleiner wird, die beiden 
Scheitel näher zusammenrücken. Hat /ül den andern Grenz- 
werth /i = — »2 erreicht, so fallen die Schalen zusammen, die 
Fläche plattet sich in die doppelt zu zählende ^;?-Ebene ab, 
in welcher die imaginäre Fokalkurve 6) liegt. Auch die 
Flächen dieser Schaar erfüllen den ganzen Baum. 



Diese konfokalen Flächen 10), 11), 12), deren räumliche 
stetige Folge somit auf das innigste mit den Fokalkurven als 
Grenzkurven zusammenhängt, besitzen eine seltene Fülle aus- 
gezeichneter geometrischer Eigenschaften, die man bei zahl- 
reichen Anwendungen in Problemen der Geometrie (z. B. 
Krümmungslinien, geodätische Linien, Oberfläche des Ellipsoids) 
und der Mechanik und Physik (freie Achsen eines Körpers 
für jeden Punkt des Baumes, Anziehung eines homogenen 
EUipsoides auf einen Massenpunkt, gewisse stationäre Be- 
wegungen in Flüssigkeiten u. s. w.) benutzt hat. Die ein- 
fachsten und wichtigsten sind folgende. 

Satz I). Durch jeden Punkt P{xyz) des Baumes 
geht je eine Fläche der Schaaren 10), 11), 12). 

Einen einfachen analytischen Beweis dieses Satzes, dessen 
Bichtigkeit wohl nach den vorangegangenen Untersuchungen 
über den Verlauf dieser Flächen im Baume einleuchtet, giebt 
die Gleichung 10) selbst, wenn vorläufig kein Unterschied 
zwischen A, /i, v gemacht, der Punkt P eingesetzt wird und 
die Nenner entfernt werden. Dann entsteht eine Gleichung 
dritten Grades für A, deren linke Seite q) (A) negativ, positiv, 
negativ und wieder positiv wird, wenn man f&r X. der Beihe 
nach + cx), — c«, — 6«, — a^ setzt. Eine Wurzel liegt daher 
zwischen + oo und — c^ (sie giebt die durch P gehende 
Fläche 10), eine zweite zwischen — c^ und — 6^ (giebt 11)) 
und die dritte zwischen — 6^ und — a^ (giebt 12)). 

Satz IL) Irgend zwei zur selben Schaar gehörende 
konfokale Flächen schneiden sich nicht; wohl aber 
wird jede Fläche einer Schaar von jeder Fläche der 
anderen Schaar in einer Kurve geschnitten. Irgend 
drei zu verschiedenen Schaaren gehörende Flächen 
schneiden sich in acht zu den Koordinatenebenen 
symmetrisch liegenden Punkten. 
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Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus Satz I). Die 
zweite und dritte beweist man folgendermassen : Man denke 
sich in 10), 11), 12) für A, /^ und v innerhalb der angegebenen 
Grenzen beliebige Werthe eingesetzt und löse nach x*, y^ und 
je^^ auf. Eliminirt man aus 10) und 11) und darauf ans 10) 
und 12) zunächst e (indem mit c^ -{- L c« + ^, c^ -j- y multi- 
plicirt, subtrahirt und dann durch X — fi resp. A — y dividirt 
wird), so wird gefunden: 



(aa + i)(a2 + ^) • ip^J^xW + ^) 

+ /2.9 I 1W1.0 I ,A 1=0. 



(a« + A) (a« + r) ' (ft^ -f A) (6^ + y) 

Nun eliminire man noch y'^ durch Multiplikation mit ft^ + fi^ 
J2 + y, Subtraktion und Heben von ju — v. Man erhält : 

(a« + ^)(a2 + ^)(a« + y) ^ " ^• 

Hieraus ist x^ zu entnehmen. Die Ausdrücke für y^ und ^^ 
ergeben sich ebenso. Also: 

(a2 + 2)(a^ + /^)(a^ + r) 
~" (a^ — &«)(a« — c«) 

^ ~ (b^ — c%b^ — a2) ^^^ 

^2 _ {c^ + ^W + f^){c' + v) 
(c^ — a«)(c« — 6«) 

Wird berücksichtigt, dass a^b^c und dass fär A, /*, v 
die in 10), 11) und 12) gesetzten Grenzen vorhanden sind, so 
ersieht man sofort, dass die drei Brüche rechts positiv sind. 
Denn im ersten Bruch werden alle fünf Faktoren positiv, im 
zweiten drei positiv, zwei negativ und im dritten einer positiv, 
vier negativ. Nach Ausziehen der Quadratwurzel erhält man 
demnach den acht Vorzeichenkombinationen entsprechend die 
acht Schnittpunkte. 

Bei Variiren von v zwischen — 6^ und — a«, während 
X und jLc constant bleiben^ entsteht aus 15) eine Parameter- 
darstellung der Schnittkurve von 10) und 11), also einer 
reellen Kurve, da, wie gezeigt, innerhalb dieser Grenzen die 
drei Brüche positiv bleiben. Ein gleiches gilt flir 11) und 
12) und für 12) und 10). 

15* 
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Anmerkung: Man versuche, aus 10), 11), 12) nachstehende 
Gleichung zu bilden: 

x^(p{a^ + yV(*') + ^V(c') — Ä = 0, 16) 

in welcher (p{u) folgende Funktion von u bedeutet (-4, B und 
C willkürlich): 

(p(u) = 



Au^ + Bu-^-C 



(w+A)(M+/i)(w+ v)' 

Wird der Zähler z. B. = (w + A*)(«* + y) genommen, so 
entsteht 10), wird er = (w — h^) (u — c^) genommen, so die 
erste der Gleichungen 15) u. s. w. 

Satz III). Jede Fläche einer Schaar wird von 
jeder Fläche einer anderen Schaar überall senkrecht 
geschnitten, d. h. die Tangentialebenen, beziehungs- 
weise die Normalen in irgend einem Schnittpunkt 
stehen aufeinander senkrecht. Die drei Flächen- 
systeme sind zu einander „orthogonal". ( Vergl . I, § 25). 

Man nehme etwa ein EUipsoid 10) und ein Hyperboloid 11). 
(Fig. 32 und Fig. 33). Es sei P{xt/z) ein Schnittpunkt 

beider Flächen. Die Gleichungen 
der beiden Tangentialebenen sind 




dann nach 10) § 18: 



X 



X 



«2 -j- A ' &2 _|. ;i 






X-rr 



a« + /i 



ft^ + ^i 



+ 



Z* z 



1=0 



1=0 



Fig. 32. 

die Bedingung erfüllt sein: 



Sollen sie senkrecht auf ein- 
ander stehen, so muss nach 2) § 8 



(a^+A)K+/^) 



und diese Bedingung muss sich sogar 
als eine unmittelbare Folge von 10) 
und 11) nachweisen lassen, wenn sich 
die Flächen längs ihrer Schnittkurven 
überall senkrecht durchdringen, wie' 
der Satz III behauptet. In der That 
findet man sie ohne grosse Umschweife 
aus 10) und 11) durch Subtraktion 
^ig- 33. nach Fortlassung des Faktors X — /i. 

(Oder aus 16), wenn der Zähler von 9p(w) = m + r gesetzt wird)» 
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Insbesondere schneiden sich also auch die drei Tangential- 
ebenen der drei durch einen gegebenen Punkt P des Raumes 
gehenden Flächen senkrecht. Oder auch: Die Schnittlinie 
zweier Tangentialebenen ist normal zur dritten Fläche. 

Satz IV). Man wähle irgend eine der konfokalen 
Flächen, z. B. ein Ellipsoid 10). Sie wird von allen 
Flächen der Schaaren 11) und 12) senkrecht ge- 
schnitten und die beiden Systeme von Durch- 
dringungskurven schneiden sich auch ihrerseits über- 
all auf dem Ellipsoid senkrecht. Sie sind identisch 
mit den Krümmungslinien der Fläche, d. h. die Tan- 
genten in irgend einem Punkte P an die beiden durch 
ihn gehenden Kurven sind Haupttangenten in P. 
{Siehe Schluss von § 18). 

Es ist nur noch der letzte Theil des Satzes, dass nämlich 
-die Tangenten Haupttangenten sein sollen, zu erweisen. Es 
werde auf dem Ellipsoid 10) irgend ein Punkt 'P{xyz) an- 
genommen. Durch diesen Punkt geht auch eine Fläche 11) 
und eine Fläche 12). Die Gleichung der Tangentialebene 
von 11) ist: 

X-x , Y*y , Z*z 



Für die Richtungscosinus der Normalen, die also Tangente 
an die Durchdringungskurve von 10) und 12) ist, gilt daher 

die Proportion: 

X y z 
cos a : cos ß : cos v = ^ , : -r^-n : — s— i . 

Ganz ebenso folgt für die Richtung der anderen Tangente: 

X y z ■ 

cosai : cospi : cosyi= — z— i : -rs— , : — ö— i . 

rx /x Q^^j^y ytj^y c^-^-v 

Wenn sie zu einander conjugirt sein sollen, so muss nach 
3) und 22) § 18 die Bedingung erfüllt sein: 

cos a • cos Ol , cos )5 • cos ßy , cos y • cos yi ^ 

also hier: 

_i_ yl + 






(c* + X){c-' + (jiiif' + v) 



= 0. 
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In der That folgt aber diese Gleichung aus 16), wenn in 
<p (w) der Zähler = 1, also ^ = 0, J? = 0, (7=1 gesetzt 
wird. 

Die beiden Tangenten sind also conjugirt. Andererseits 
stehen sie auf einander senkrecht. Folglich fallen sie mit 
den Haupttangenten des Ellipsoides in P zusammen. (§ 18). 

Satz Y). Setzt man in dem angenommenen EUip- 
seid A = 0, also: 

^2 "T jg -t- ^2 A — ^, 

so haben /i und v für jeden Punkt P{xyz) desselben 
eine sehr einfache Bedeutung. Sie sind beide negativ 
und ihre absoluten Werthe sind identisch mit den 
Quadraten der grossen und kleinen Halbachse der- 
jenigen Ellipse, in welcher die zu P conjugirte 
Durchmesserebene das Ellipsoid schneidet. 

Diese Ebene ist parallel zur Tangentialebene in P, ihre 
Gleichung daher: 

a« ^ 6« i- ^2 — ^• 

Soll sie mit der in 11) § 17 betrachteten Ebene überein- 
stimmen, so setze man: 

X y 

^ = ^' '* = ^' ^ = ^- 
Die Gleichung 15) § 17 für die dort mit X bezeichnete 
Grösse, welche, wie damals bewiesen, mit — a'* oder — 6'* 
übereinstimmt, wird also hier, wenn jenes X zur Unterscheidung 
von dem X in diesem §, (das hier = sein sollte), jetzt X' 
genannt wird: 

-L : ^ = 



a2(a2 + A0 • 6'^(6« + A') ' c^{c^ + X') 
Setzt man andererseits an Stelle dieser Grösse A' die 
Grösse fi oder v aus 11) und 12), so wird die letzte Gleichung 
identisch mit einer der Gleichungen im Beweise von Satz ni), 
wenn dort an Stelle von X die Null gesetzt wird. q. e. d. 

Anmerkung. Setzt man in 15) A = 0, so nennt man /^ 
und V die elliptischen Koordinaten des laufenden 
Punktes P auf dem Ellipsoid. Die Gleichungen /i= const. 
und V = const. geben dann die beiden Schaaren von 
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Krümmungslinien und 15) verwandelt sich in eine sehr 
häufig benutzte Parameterdarstellüng des EUipsoids. fx und v 
sind hiemach die negativen Quadrate der Halbachsen der- 
jenigen Ellipse, in welcher das Ellipsoid durch eine zur 
Tangentialebene parallele Durchmesserebene geschnitten wird. 

Satz VI). Die konfokalen Flächen werden von 
jedem Punkte P ihrer Fokalkurven durch Kreiskegel 
projicirt, deren Achsen mit der Tangente in P an 
die zugehörige Fokalkurve zusammenfallen. 

Dieser Satz bildete den Ausgangspunkt der Theorie der 
konfokalen Flächen und es bleibt nur noch nachzutragen, dass 
1) für das Ellipsoid nur die Fokalhyperbel in Betracht kommt, 
soweit sie ausserhalb verläuft, 2) für die einschaligen Hyper- 
boloide die Kreiskegel für alle Punkte sowohl der Fokal- 
eUipse als auch der Fokalhyperbel reell sind, 3) für die 
zweischaligen Hyperboloide aber die Fokalhyperbel, als in 
den beiden Schalen befindlich, keine Kegel liefert, sondern 
nur die Ellipse, so weit sie ausserhalb läuft. 

Satz VII). Die Berührungskegel, welche man von 
einem beliebigen Punkte P{xyz) des Raumes an 
sämmtliche konfokale Flächen zweiter Ordnung legen 
kann, haben alle gleiche Hauptachsenrichtungen, 
welche mit den Richtungen der Schnittlinien der 
drei Tangentialebenen von P an die drei durch P 
gehenden Flächen übereinstimmen. 

Dieser Satz ist eine sehr wesentliche Ausdehnung des 
Satzes VI) auf alle Punkte des Raumes. Um ihn zu beweisen, 
setze man ein Ellipsoid 10) als gegeben und bestimme nach 
15) § 18 die Gleichung des von einem beliebigen Punkte 
P{xyz) ausgehenden Berührungskegels, nachdem statt a^, l^ c? 

geschrieben : 

a^ + A, l'^^-l, c^ + l 

Zur Vermeidung von Verwechselungen möge dann das X 
aus der allgemeinen Diskussion in § 15 mit H' bezeichnet 
werden. Es wird nach 1), 2) und 3) § 20: 

— X —y —0 

^— a2 + A' ^~'W+T' ^~ c^ + A 



232 § 20. Konfokale Flächen. 

und die Gleicbungen 10) § 15 nehmen die Gestalt an: 

f 2 \ 2 ^^ — ^1^ — UV »b — uw • c = 

— vu*a + Kg , ^ v« — X'\b—vwc = 18) 

— wu^a — wv^b +f 2 -4- ; ^^ — ;iM c == 

Anstatt nun sofort, wie in § 15 a : b : c zu eliminiren und 
die Endgleichung 13) § 15 fär X' zu bilden, ist hier der 
folgende Weg einfacher und daher vortheilhafter: 

Man schreibe die Gleichungen 18) so: 

( 2 i_ ; ^j^ = u{u*a + v-b + t€?«c) 18a) 

u. s. w. Es folgt hieraus : 

r u V w 

a : b ; c = — r 



und nun bilde man nach Einsetzen in eine der Gleichungen 
18 a) und Fortlassen des Faktors u oder v oder w, sowie Ein- 
setzen von u, V, w nach 17) die Endgleichung für X\ also die 
Gleichung 13) des § 15: 

^' j y! , 

I /'7.2 I 1\f A 1>/h2 ^ 1W . • 



(a^ + 2) (^ — X' (a2 + X)) ^ {b^ + X) {A — X' (b^ + X)) 

- _ 1 = 20) 

(c^ + X){A — X'(c^-{-X)) ^ 

Der Form nach hat diese Gleichung eine gewisse Aehnlich- 
keit mit 10) oder 11) oder 12). Sie kann aber bis zur Identität 
gesteigert werden. Man ersetze zunächst X* durch eine neue 
Unbekannte h vermittelst der Beziehung: 

A' = - 4. 21) 

Das erste Glied der linken Seite der Gleichung 20) wird 

dann: 

x^^k ^ W x^ x^ 

Ä(a^~X){ä^- X + k) "" XV a2 + A ~ a^ + X+Jc, 

Ebenso sind das zweite und dritte Glied umzuformen. 
Multiplicirt man noch mit — A, so folgt: 
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" + ,:.X^. + .r.4^. + 



oä + A + Ä ' b* + X + k ' c*-\-k-{-k 

(a - ^^ y!_ _ ^' \ - 



oder endlich nach 17): 



?! + vi + ^' 1 = 

oder auch, wenn noch gesetzt wird: 

X + k = d, k = d — X 22) 



•i «S «3 



^ -F + -tA^ + ^:^4-ir -1 = 23) 



a^ + d ' 62 ^ <5 ' c2 + <5 

also vollständig übereinstimmend mit 10) oder 11) oder 12), 
wenn statt A, ^ oder v gesetzt wird : ^ ; d. h. die drei Werthe 
^1, ^2 ^nd dg sind identisch mit denjenigen Werthen von A, 
fjL und V, welche den drei durch die Spitze P(xyz) des Kegels 
gehenden Flächen zweiten Grades entsprechen. 

Nun endlich nehmen nach Einführung von d die Verhält- 
nisse 19) die Form an: 



Hier sind für d der Reihe nach die Werthe ^i, dg ^^^ dg 
einzusetzen. Nach den Formeln in Satj IV) stimmen also die 
Richtungen der Hauptachsen des Kegels in der That mit den 
Normalen an die drei Tangentialebenen überein. q. e. d. 

Satz VIII). Die Kegel, durch welche die kon- 
fokalen Flächen zweiter Ordnung von einem und dem- 
selben Punkte F(xyz) im Räume projicirt werden, 
haben nicht allein, wie eben gezeigt, gleiche Haupt- 
achsenrichtungen, sondern sie sind ebenfalls kon- 
fokal. Je zwei solche Kegel schneiden sich also, 
sofern sie verschiedenen Schaaren angehören, (siehe 
den nächsten §) senkrecht. 

Sind X\, A'2, A'g die Wurzeln der Gleichung 20) für A', so 
wird die Gleichung des Berührungskegels an das EUipsoid 10) 
nach der Transformation auf die Hauptachsenrichtungen 
(siehe § 15): 

A'iX2 + A'sT^ +a'3Z2 = 0, . 
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oder nach 21): 

X2 Y^ Z^ 

— h — h — - = 0, 

A?l K2 /Cq 

oder endlich nach 22): 

X2 r« Z^ 

Nun hängen d^, dg» ^s i^^ich 23) nur von der Lage der 
Spitze P{xy8\ aber nicht von dem Ellipsoid 10) ab, an 
welches der ßerührungskegel gezogen worden ist. Also auch 
nicht von X, an dessen Stelle selbstverständlich fjL oder v zu 
treten haben, wenn der Kegel ein Hyperboloid 11) oder 12) 
berührt. Nach 17) und 18) § 21 sind daher alle diese Kegel 
konfokal, q. e. d. 

Bemerkungen: 1) Man stelle sich zwei konfokale Flächen, 
z. B. ein Ellipsoid und ein zweischaliges Hyperboloid etwa in 
Gips als Modelle vor. Sie schneiden sich und zwar nach 
Satz III) überall senkrecht. Aber auch die beiden Berührungs- 
kegel schneiden sich nach Satz VIII) immer senkrecht, von 
welchem Standpunkt aus die Modelle auch betrachtet werden, 
d. h. die beiden Flächen schneiden sieh nicht nur in Wirk- 
lichkeit überall senkrecht, sondern auch stets dem Scheine 
nach, wenn sie nämlich auf eine zum Auge concentrische 
Kugel (in der Astronomie die sogenannte Himmelskugel) pro- 
jicirt werden. 2) Aus* VIII) ist, wenn man P unendlich fem 
annimmt, noch die Folgerung zu ziehen, dass die orthogonalen 
Projektionen konfokaler Flächen immer konfokale Kegelschnitte 
sind, welche Stellung auch die Projektionsebene im Eaume 
haben möge. 

Alle diese Sätze über konfokale Flächen, denen sich noch 
viele andere anschliessen, rechtfertigen, ganz abgesehen von 
den vielen Anwendungen, das hohe Interesse, welches hervor- 
ragende Geometer dieser Flächenschaar entgegengebracht 
haben. Es mag nur noch die Bemerkung angeknüpft werden, 
dass das Eindringen in ihre Eigenschaften und die Einsicht 
in deren inneren Zusammenhang in hohem Grade durch Ein- 
führung von Ebenenkoordinaten gefördert wird, voraus- 
gesetzt natürlich, dass man sich mit ihrer Behandlung gründ- 
licher vertraut gemacht hat. Man beachte z. B., dass die 
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konfokalen Flächen in Ebenenkoordinaten als lineare 
Schaaren erscheinen, weil ihre Gleichungen nach 11) § 18 die 
Form annehmen : 

(a^M^ + bh)^ + cHü^ — 1) + X{u^ + v^ + w^) = 0, 26) 

aus der, um nur eine neue Eigenschaft hervorzuheben, sofort 
ersichtlich ist, dass irgend eine gegebene Ebene im Raum 
von nur einer einzigen dieser Flächen berührt wird. 

Uebnugsanfgraben« 

1. Gegeben zwei konfokale Ellipsoide E und E^ mit den Halbachsen 
abe und a^ b^ Ci, so dass a^* — a* = bj^ — 6* « Ci* — c* = il. Man bilde 
JS^und ^1 derart auf einander ab, dass, wenn P(xyx) und -Pi (a?i yi %) zwei 
entsprechende Punkte sind, die Gleichungen bestehen: 

a a^^ b bi^ e e^' 

Dann gelten die beiden Sätze: a) Es ist (MP^y — (MP)^ '^ l, ß) Sind 
P und Pi, sowie P* und P\ irgend zwei entsprechende Punktpaare, so ist 
PP*x = P^P'. (Correspondenzprincip bei konfokalen Flächen). 

2. Die Pole irgend einer Ebene in Bezug auf ein System konfokaler 
Flächen bilden eine auf ihr senkrechte Gerade. 

3. Jede Gerade l im Räume ist Tangente an zwei Flächen. Die 
Berührungsebenen stehen auf einander senkrecht. Sie halbiren die Winkel, 
welche die beiden durch l gehenden Berührungsebenen an irgend eine 
andere der Flächen bilden. 



§ 21. 

Die Fokalkurven an sich. Konfokale Paraboloide. 
Konfokale Kegel. Sphärische Kegelschnitte. 

Die Fokalknrven an sich. Will man die Fokalkurven 
6), 7) und 8) des vorigen §, oder da 6) imaginär ist, die 
Fokalhyperbel 7) und die Fokalellipse 8) an sich betrachten, 
also losgelöst von der zugehörigen Schaar der konfokalen 
Flächen, so ist eine kleine Veränderung der Bezeichnungen 
geboten. Aus 7 a) und 8ai) geht zunächst hervor, dass die 
reelle Achse der Hyperbel mit der Excentricität der Ellipse 
und die grosse Achse der Ellipse mit der Excentricität der 
Hyperbel übereinstimmt. Die gegenseitige Lage beider Kurven 
kann daher folgendermassen charakterisirt werden: 
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Die Ebene der Ellipse und die Ebene der 
Hyperbel stehen senkrecht aufeinader. Die Brenn- 
punkte der Ellipse sind Scheitel der Hyperbel. Die 
Brennpunkte der Hyperbel sind Scheitel (der grossen 
Achse) der Ellipse. 

Bezeichnet man also jetzt die halbe grosse Achse der 
Ellipse mit a, und ihre halbe Excentricität mit e, so ist um- 
gekehrt a die halbe Excentricität der Hyperbel und e ihre 
halbe reelle Achse. Die Gleichungen dieser Kurven werden 
nach 7 a) und 8 a) des vorigen §: 

Hyperbel: ^ = 0, --^^4^ + ^^-1 = 1) 

Ellipse: = 0, _£!_ + -^__l = 0. 2) 

(Es ist also auch noch die kleine Achse der Ellipse = der 
imaginären Achse der Hyperbel). Da es sich um die Grenz- 
kurven der konfokalen Flächenschaaren handelt, lassen sich 
manche der Sätze I— VIII des vorigen § sofort übertragen. 
Satz VI z. B. ergiebt: 

Die Ellipse wird von jedem Punkte der Hyperbel und 
umgekehrt die Hyperbel von jedem Punkte der Ellipse durch 
einen Kreiskegel projicirt, dessen Achse die Hyperbel resp. 
die Ellipse berührt. 

Also ist der geometrische Ort aller Spitzen von 
Kreiskegeln über einer gegebenen Ellipse die zu- 
gehörige Fokalhyperbel und umgekehrt. 

Satz VIII) lautet hier: 

Die Ellipse und die Hyperbel werden von irgend einem 
Punkte im Eaume durch konfokale Kegel projicirt. Sie 
scheinen sich also, von wo aus man sie auch ansehen 
mag, stets senkrecht zu schneiden. 

Es sind aber noch viel merkwürdigere Beziehungen zwischen 
beiden Kurven gefunden worden, die man als überaus in- 
teressante Erweiterungen der Brennpunktseigen- 
schaften der Kegelschnitte betrachten kann. Sieberuhen 
auf der Möglichkeit, die Formel: 

r = y{x, — xy + y« + 0^^ 3) 

für die Entfernung zwischen irgend einem Punkte P{x, y, 0) 
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der Ellipse und irgend einem Punkt Piix^y 0, 0i) der Hyperbel 
nach 1) und 2) überraschend zu vereinfachen. Denn setzt 
man für P und P^ die Gleichungen an: 



V ^i' 



e2 a^ _ a2 



-1 = 0, 



^ + -Jl 1 = 

a2 ^ a^ — e^ ^ ^' 

so ergiebt sich: 
Daher: 

Die Wurzel geht nun auf und man erhält äusserst einfach: 

Um zu entscheiden, welches Vorzeichen zu nehmen ist, 
wenn r absolut genommen werden soll, beachte man, dass der 

Minimalwerth von | iCj | = ^, von 
Maximalwerth von \x\ = a, von 



a 

-Xi 

e 
e 

-X 

a 



also = a, aber der 
also =e ist. Der ab- 



solute Werth des ersten Gliedes -x^ ist also unter allen Um- 

e 

ständen der grössere. Also: 

Die Entfernung t* zwischen einem Punkte P(x,y,i)) der 
Ellipse und einem Punkte Pi(Ä'i,0,;sfi) der Hyperbel wird 
durch die einfache Formel 4) bestimmt. Das positive 
Zeichen ist zunehmen, wenn ir^ positiv, das negative, 
wenn x^ negativ ist. 

Lässt man z. B. P^ mit dem einen oder dem anderen 

Scheitel der Hyperbel, also mit einem Brennpunkte der Ellipse 

zusammenfallen, so ist x^ = ±_ e, und 4) giebt daher für die 

beiden Brennstrahlen r^ und r^ die bekannten Formeln (I § 14): 

e . e ' 

r. = a X, To = a -{ — x. 

Nun aber wähle man auf der Hyperbel irgend zwei Punkte 
Qi^ii^i^i) und Ü (iPg, 0, ^2)? zunächst auf verschieden Aesten» 
x^ positiv, X2 negativ, und verbinde sie mit einem beliebigen 




Fig. 34. 



238 § 21- Konfokale Paraboloide und Kegel. 

Punkte P(a:,y,0) der Ellipse. Die Längen r^ und r^ dieser 
Linien werden dann nach 4): 

a e a , e 

also: 

ri + r^= -(äi — x^), 5) 

d.h. ri + rg i&t unabhängig von der Lage des Punktes 
P auf der Ellipse. Liegen aber Q und R auf demselben 

Hyperbelast, so muss die 
Summe r^ + rg durch die 
Differenz + (ri — r^) ersetzt 
werden, ebenso wie in dem 
umgekehrten Fall, dass man 
zwei feste Punkte der Ellipse 
mit einem beliebigen Punkte 
der Hyperbel verbindet. Also 
(Fig. 34): 

Die Summe oder Differenz der Verbindungslinien 
eines beliebigen Punktes P der Ellipse mit zwei 
festen Punkten Q und R der Hyperbel ist von der 
Lage des Punktes P ganz unabhängig. Die Summe ist 
zu nehmen, wenn Q und R auf verschiedenen Hyperbelästen 
liegen, sonst die Differenz. Ebenso ist die Differenz der 
Entfernungen eines beliebigen Punktes der Hyperbel 
von zwei festen Punkten der Ellipse ganz unab- 
hängig von der Lage des ersten Punktes. 

Man ist daher wohl berechtigt, in diesem Sinne der Ellipse 
nicht nur zwei, sondern unendlich viele Brennpunkte zuzu- 
sprechen, welche zusammen die Fokalhyperbel bilden, während 
umgekehrt diese Fokalhyperbel ihrerseits auch unzählig viele 
Brennpunkte besitzt, die alle auf der gegebenen Ellipse als 
der zugehörigen Fokalellipse liegen. 

Kon fokale Paraboloide. Selbstverständlich können 
die Fokaleigenschaften von dem Ellipsoid und den Hyperboloiden 
auf die anderen Flächen zweiten Grades tibertragen werden. 
Um indessen Wiederholungen zu vermeiden, ist es rathsam, 
unmittelbar von den Formeln 10) resp. 11) oder 12) auszugehen 
und einen Grenzübergang zu machen. Will man zu den Para- 
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boloiden gelangeo, so bezieht man das Ellipsoid zunächst auf 
einen Scheitel, setzt also z — c an Stelle von 0. Die Gleichung 
10) wird dann: 



« = ^^ 1_ -l- > i— -L 



oder, wenn das lineare Glied entwickelt wird: 

_ ^ V + X) y V + A) . j^ _ A 
2c(a2 + ;i) "T- 2c(62_|_X) "*" 2c 2c* 

Nun setze man hier cX an Stelle von >L Es folgt: 

Für das Paraboloid sind a, b, c unendlich, aber so, dass 
die Quotienten: 

endlich bleiben. Die vorige Gleichung nimmt dann die Ge- 
stalt an: 



2{p + X) • 2{q + X) 2- 

Sie giebt, wenn X verändert wird, alle zu einem gegebenen 

Paraboloid: 

^* 1 y^ n\ 

2p * 2q ' 

konfokalen Paraboloide. 

Es sei 7) ein elliptisches Paraboloid, p und q beide positiv 
und p^q. Die konfokalen Flächen 6) bleiben elliptische 
Paraboloide, so lange p-{- X und q + X positiv sind. Der eine 
Grenzwerth A = + 00 giebt die unendlich ferne Ebene, der 
andere X = — q giebt die Innenfläche der einen Fokalparabel : 

^ = 0/ ^' N + i y= 0. 8) 

2(p — ö') ' 2' ^ ' 

Variirt aber X zwischen — q und — p, so haben p + X und 
g + A entgegengesetzte Vorzeichen und die Fläche wird ein 
hyperbolisches Paraboloid. Dem ersten Grenzwerth X = — q 
entspricht die Aussenfläche der Parabel 8), dem zweiten 
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X = — p dagegen die Aussenfläche der zweiten Fokal- 
parabel: 

Wird endlich A < — p, so wird p + X und q + X negativ. 
Die Flächen werden wieder elliptische Paraboloide, die sich 
aber jetzt um die — ^-Achse krümmen. Der erste Grenzfall 
X = — p giebt im Anschluss an das letzte hyperbolische Pa- 
raboloid das erste, zur Innenfläche der Parabel 9) abgeplattete 
elliptische Paraboloid, der letzte X = — oo dagegen giebt 
wieder die unendlich ferne Ebene. 

Die beiden Fokalparabeln 8) und 9) haben die Eigenschaft, 
dass ihre Ebenen * senkrecht aufeinander stehen, und dass der 
Brennpunkt der einen mit dem Scheitel der anderen zusammen- 
fällt, wie nach der Lage der Fokalellipse und Fokalhyperbel 
im allgemeinen Falle nicht anders zu erwarten war. 

Nimmt man auf der Parabel 8) irgend einen Punkt 
P(x,0,z) und auf 9) Pj (0, pi, Zi) an, so wird für ihren Ab- 
stand r die Formel gefunden: 

r =z z ^ z^ + p — q^ 10) 

welche analog zur Formel 4) ist. Aus ihr ist zu entnehmen, 
dass auch hier die Differenz der Entfernungen zweier festen 
Punkte der einen Parabel von einem beliebigen Punkte der 
andern von der Lage des letzteren ganz unabhängig ist. 



Konfokale ümdrehungsflächen. Wie sich gezeigt hat, 
zerfallen auch bei Paraboloiden die konfokalen Flächen in drei 
durch die Fokalkurven von einander geschiedene Systeme. 
In anderen Fällen aber erfordert der Grenzübergang besondere 
Umsicht, wenn nicht eins der drei Systeme verloren gehen 
soll. Ein solcher Fall liegt z. B. vor, wenn das anfanglich 
gegebene Ellipsoid ein abgeplattetes Rotationsellipsoid ist, 
so dass etwa a = 6 und c<^a. Dann bleibt die Schaar 10) 
§ 20 der EUipsoide bestehen, nur dass sie alle abgeplattete 
ümdrehungsflächen werden, von der unendlich grossen Kugel 
beginnend bis zur Innenfläche der Fokalellipse 8) § 20, die 
hier zum Fokalkreis wird. Auch die Flächenschaar 11) § 20 
der einschaligen Hyperboloide bleibt bestehen, sie wird auch 
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von Umdrehungsflächen gebildet, deren letzte in eine gerade 
Linie, die ^sr-Achse ausartet, die hier die zum Fokalkreis zu- 
gehörige Fokalhyperbel vertritt. Aber die Flächenschaar 12) 
§ 20 geht scheinbar verloren, da hier die Ungleichungen . - 

— 6« > V > — a» 11) 

in die Gleichung — b^ = v ^= — a^ übergehen und dieser 
Werth von v keine eigentliche FJiäche mehr, sondern nur die 
^-Achse zu geben scheint. 

Man setze daher nicht unmittelbar b = a, sondern 
&«:=a2 — e und lasse nun e sich der unbegrenzt nähern. 
Dann kann man, so lange nicht der Parameter X resp. // oder v 
sich dem Werthe — a« unendlich genähert hat, also für 10) 
und 11) § 20 an Stelle von e unbedenklich die Null setzen, 
d. h. a = b annehmen. Anders aber wird die Sachlage für 12) 
§ 20, denn die Ungleichung 11) sagt, dass v zwischen — a* und 
— (a® — e) liegt. Man kann daher v = — (a* — d) setzen, 
wo d jeden Werth zwischen und e annehmen darf. Die 
Gleichung 12) § 20 wird dann: 



b e— d a^ — c^ — d 



— 1 = 0. 



Nun multiplicire man mit 6 • {s — 6) und behalte nur die 
Glieder bei, welche vom ersten Grade unendlich klein sind, 
so folgt: 

x^{e — d) — y'^*d = 0, d. h. 



v=±|/^7-' 



^ x= ±Jcx. 12) 



d 
h= |/~"^i — kann, wenn d zwischen und e variirt, 

jeden Werth annehmen. Folglich besteht für diesen Fall, wie 
immer, wenn die anfänglich gegebene Fläche eine Rotations- 
fläche ist, die eine scheinbar verloren gegangene Schaar aus 
allen durch die Rotationsachse gehenden Ebenen. Und in der 
That schneiden diese die beiden anderen Flächenschaaren 
offenbar senkrecht, wie es nach Satz III) § 20 sein muss. 

Konfokale Kegel. Um nun noch auf die Schaar von 
Flächen zu kommen, die zu einem gegebenen Kegel: 

16 
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X^ 1/2 z^ 

ir + t + ^ = ^ 1^^ 

(Es sei -4 > J5 > (7, -4 und B positiv, C negativ.) 
konfokal sind, schreibe man zunächst allgemeiner: 

Die zu 14) konfokalen Flächen sind daher: 

""' +-7/^^ + -7.;,4^-l = 15) 



Äk + X ' Äk'\-X ' Gk-^X 

und nun ist jfc = oder vielmehr lim ä; = zu setzen, wenn 
man zu den mit dem Kegel 13) konfokalen Flächen gelangen 
will. Wenn X irgend einen (positiven), aber nicht unendlich 
kleinen Werth hat, so ist in 15) A unmittelbar = zu setzen 

und wenn dann r = yx eingeführt wird, so entstehen die 
concentrischen Kugeln: 

a?« + y^ + z^ — r^- = 16) 

als die eine Schaar der zu einem gegebenen Kegel 13) 
konfokalen Flächen. Sie entsprechen der EUipsoiden- 
schaar 10) § 20. 

Wird aber X selbst unendlich klein wie k, so ersetze man 
in 15) A durch kX, multiplicire mit k und setze dann Jfc = 0. 
Es folgt: 

A + X ^ B -^X ^ C'\- X 

also Kegel. Damit dieselben reell sind, dürfen die drei 
Koefficienten A + X^ -B + ^> C-j-A nicht alle drei dasselbe 
Zeichen haben, es muss also A (da J^ > JB > (7) grösser sein 
als ( — A) und kleiner als ( — C), Dieses Intervall zerfällt 
aber naturgemäss in zwei, so dass folgende zwei Schaaren 
von Kegeln zu unterscheiden sind: 

""' +-J^ + -n^ = ^\~^<f^<-C 17) 



A -\- iJi J5 4" A* ^ + A* 

+ -^Vr- + ^Tn — = 0; -A<v<-B. 18) 



A-^v ' B'\-v ' (7 + v 

In 17) liegt die ^er-Achse, in 18) die :r-Achse iimerhalb des 
Kegels. Für den Grenz werth /^ = — C, geht der Kegel 17) 
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in die icy-Ebene über, denn seine Gleichung wird dann (nach 
Mnltiplikatian mit (7 + /x) : -er« = 0. Ist aber fi innerhalb der 
angegebenen Grenzen beliebig, so liegen in der xz- und in 
der y^e^-Ebene je zwei zur ;8f-Achse gleich geneigte Kanten. 
Bezeichnet man diese Neigungen mit a und ß, so folgt, nach- 
dem in 17) erst y = 0, dann a; = gesetzt worden: 

Es ist also a > /8. Aber für /a= — Cist a = ^ = 90». Je 
mehr sich indessen ^ dem andern Grenzwerth /^ = — B nähert, 
desto kleiner werden a und ß und wenn dieser Grenzwerth 
erreicht ist, so wird /? = und a hat seinen Minimalwerth e 
erreicht, der nach 19) durch die Formel: 

zu bestimmen ist. Der Kegel ist in die beiden doppelt zu 
zählenden Scheitelwinkelräume zwischen den beiden durch die 
Spitze gehenden Richtungen in der a;£r-Ebene abgeplattet, 
welche mit der ^r- Achse die Winkel + e bilden. Diese heissen 
die Fokalstrahlen der Kegel 17) und 18) und entsprechen 
der Fokalhyperbel im allgemeinen Falle. (Die Fokalellipse 
ist natürlich zu einem Punkte, der Spitze des Kegels zusammen- 
geschrumpft.) 

An den letzten aus dem genannten Winkelraum bestehenden 
abgeplatteten Kegel der Schaar 17) schliesst sich der erste, 
aus den durch die a;- Achse halbirten Nebenwinkelräumen ge- 
bildete Kegel der Schaar 18) an. Wenn v von dem Grenz- 
werth — B nach dem andern Grenzwerth — A abruckt, so 
öffnet sich der Kegel allmählich um die a;- Achse und für r = — A 
nimmt er die ganze y^sr-Ebene ein. . 

Sphärische Kegelschnitte. Nach den Sätzen über kon- 
fokale Flächen schneiden sich auch die Kegel 17) mit den 
Kegeln 18) senkrecht, wie auch beide die koncentrischen 
Kugeln 16) senkrecht durchdringen. Man nennt die letzteren 
Durchdringungskurven sphärische Kegelschnitte. Ein sphä- 
rischer Kegelschnitt ist also der Schnitt eines ellip- 
tischen Kegels mit einer um die Spitze als Mittei- 
le* 
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punkt beschriebenen Kugel (Fig. 35). Er zerfällt in 
zwei sich gegenüberliegende Hälften» die aber erst zosammen 

den ganzen Kegel- 
schnitt bilden. Die 
vier Schnittpunkte 
der Fokalstrahlen mit 
der Kugel heissen 
seine Brennpunkte. 
Offenbar kann jeder 
der sechs Schnitt- 
punkte der drei 
Hauptachsen als 
Mittelpunkt der 
Kurve angesehen 
werden, also: -4, A^^ 

Setzt man r = 1, 
so werden a, ß und e 
durch die Bögen ÄS^ 
AT und AF gemessen. Die Bögen 88^ = 2a und TT^ = 2ß 
entsprechen daher ganz den Hauptachsen der ebenen Kegel- 
schnitte. Aber auch FF^^ = 2 c, die sogenannte Excentricität, 
verdient, wie jetzt bewiesen werden soll, diesen Namen mit 
vollem Eecht. 

Zunächst folgt aus 20) und 19): 




Fig. 35. 






also: 



+ tgV 



sinV> 



COS^e = 



mithin : 



1 + tg^e 1 4- tg^a cos2^ — sin«/? 

1 cos^a 

cosV~(;l+ tg^ö) "" C0S2^' 

cos a 



cos e = 



cos ß 



; cos a = cos ß • cos e. 



21) 



Also hat nach der ersten Grundformel der sphärischen 
Trigonometrie die Hypotenuse eines rechtwinkligen sphärischen 
Dreiecks die Länge a, wenn die beiden Katheten = ß und 
= e sind. Dieses sphärische Dreieck ist das Dreieck AFT^ 
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welches ganz dem aus a, b und e gebildeten ebenen recht- 
winkligen Dreieck entspricht (I § 13). 

Die vollkommene Analogie der sphärischen mit den ebenen 
Kegelschnitten geht aber aus der Lösung folgender Aufgabe 
hervor : 

Aufgabe. Gegeben auf der Kugel zwei feste Punkte 
F und Fl, Gesucht wird der geometrische Ort aller 
Punkte P, für welche die Summe der Bögen PF=r 
und PFi = Ti constant ist. 

Lösung: Man setze FF^ = 2^, die Summe r + ri = 2a, 
nehme die Verbindungslinie des Mittelpunktes der Kugel 
mit der Mitte Ä des Bogens FFi zur ;8f-Achse, die Ebene 
durch FjFi^O zur ;era;- Ebene, dann sind die Eichtungscosinus 
der Richtungen OF und OF^ 

. sin e, 0, cos € und — sin e, 0, cos e. 

Da der Radius der Kugel = 1, so sind x, y und z un- 
mittelbar auch die Richtungscosinus der Richtung OP. 

Nach 13) § 1 folgt daher: 

cos r = ü? sin £ + ^ cos e, cos r^ = — ä? sin e -j- ^ cos e. 

Hieraus kann man r und r^ entnehmen und in die Be- 
dingung: r + ri = 2a einsetzen. Vortheilhafter ist es aber, 
erst durch Addition oder Subtraktion umzuformen: 

cos r + cos r^ = 2is cos e, cos r — cos r^ = 2x sin e, 
oder : 

r + ri r, — r . r+r. . r^ — r 

cos ^ ^ • cos -^ — = z cos ^, sin — k-^ • sm -^ — = x sm «, 

also, da r + rj = 2a sein soll : 

ri — r cos € . ri — r sin 6 

cos -^ — = z • , sm -^c — = X • 



cos a' 2 sin a 

folglich : 

. „ sin^ € , o cos^ € 

sin^ a cos^ a 

Diese Gleichung ist, um auf den projicirenden Kegel zu 
kommen, homogen zu machen. Man setze daher 1 = x^--{-y^'\-0^. 
Es wird: 

,/. sin^fiX o . 2 /"i cos^cX ^ 

oder nach Division mit sin^ä — sin2ß = cos^ß — cos^a und 
Multiplikation mit cos^a: 
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tg^a cos^fi — cos^a 
oder nach Einführung eines neuen Bogens ß nach 21): 



tg^a ' tgV 

Der gesuchte geometrische Ort ist also identisch mit einem 
sphärischen Kegelschnitt, dessen Halbachsen a und ß aus der 
gegebenenKegelgleichungl7)nach 19) bestimmt werden müssen*) 

Anmerkung. Die Bedingung r-\-r^ = 2a giebt nur 
die eine Hälfte des Kegelschnittes. Für die andere Hälfte 
muss man entweder 2a durch 27c — 2a ersetzen, (wenn nämlich 
F und Fl bleiben sollen), oder F und F^ durch die gegenüber- 
liegenden Brennpunkte F' und F\ ersetzen, (wenn 2a bleiben 
soU). Ersetzt man aber nur einen Brennpunkt F^ durch F\y 
also ri durch r\ = ti — r^, so folgt: 

r + ri = 2a, r^ + r\ = n, 
also : 

r\ — r = 71 — 2a, 

d. h. die Differenz der Entfernungen wird konstant. 
Es giebt auf der Kugel keinen Unterschied zwischen 
Ellipse und Hyperbel. 

Dass eingehendes Studium dieser viel und gründlich durch- 
forschten sphärischen Kegelschnitte zu einer Theorie dieser 
ausgezeichneten Kurven führen muss, welche zur Theorie der 
ebenen Kegelschnitte etwa in demselben Verhältniss steht, 
wie die sphärische zur ebenen Trigonometrie, versteht sich 
nach dem vorangegangenen wohl von selbst. Sie soll aber 
hier nicht weiter verfolgt, die Theorie der konfokalen Flächen 
vielmehr mit der einleuchtenden Bemerkung geschlossen werden^ 
dass die letzte Ausartung dieser Flächen, nämlich die kon- 
fokalen Cylinder, sofort zur Theorie der ebenen konfokalen 
Kegelschnitte zurückführt, da hier die Spitze in der Unend- 
lichkeit liegt, die Kugeln sich also auf senkrecht schneidende 
Ebenen reduciren. 



*) Selbstyerständlich wäre hier, da die Definition des sphärischen Kegel- 
schnittes und seiner Brennpunkte rein analytisch vorangegangen war, der 
umgekehrte Weg der Ableitung dieser fundamentalen Eigenschaft aus 16)^ 
17), 19) und 20) der natürlichere gewesen. Er ist aber ungleich mühsamer. 
Hinterher ist er freilich leichter zu finden. 
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lJeliniigsaaf£raben« 

1 . Man zeige, dass die Fonnel 4) einen besonderen Fall des Correspondenz- 
principes (siehe Uebungsaufgabe 1, § 20) darstellt. 

2. Auf Fokalellipse 1) sei Pi(xtj 2/1, 0), auf Fokalhyperbel 2) sei Pa(iCa, 0, «a) 
angenommen. Oi(^i,0,0), ft(^3jO,0) seien die nach der vorigen Aufgabe 

ß CL 

korrespondirenden Punkte der x- Achse, also Ji = x^ , $^ = x^~^ so dass 

P1P2 = O1O2 = ± (I3 — ii)- Man kann also die a:- Achse so durch Kongruenz 
auf der Geraden PxP^ abbilden, dass d mit Pj, Q.^ mit Pa zusammen- 
fallen. Nun werde auf der aj- Achse irgend ein Punkt C(ä;,0,0) als fest 
angenommen. Er möge bei der Abbildung auf den Punkt P{xyx) fallen. 
1. Welche Kurve beschreibt P, wenn Q^ (also auch Pi) fest bleibt, Q^ 
variirt, oder wenn Q.i festbleibt, ft variirt. 2. Wie lautet die Gleichung 
'der Fläche (Dupin'sche Cyclide), welche P beschreibt, wenn öi und- Q^ 
beide variiren? 



§ 22. 

Erzeugung der BaumkorTen dritter Ordnung und der 

Flächen zweiter Ordnung durch lineare Gebilde. 

Lineare Fläehenbüschel und Fläehenschaaren. 

Geometrische Terwandtschaften. 

Die projektive Seite der analytischen Geometrie, welche 
für die Ebene im ersten Theil dieses Lehrbuches mit der ihr 
gebührenden Gründlichkeit entwickelt worden ist, kann im 
Raum eine gleiche Behandlung erfahren. Sie ist auch, wo 
sich hierzu Gelegenheit geboten hat, stets berücksichtigt 
worden, wenn auch erst in zweiter Linie, um das Buch nicht 
zu sehr anschwellen zu lassen. Auch bergen die projektiven 
Begriffe und Grundvorstellungen, wenn sie erst an ebenen 
Gebilden gewonnen und gefestigt sind, in sich die leichte 
üebertragungsfähigkeit auf den Raum. Ausserdem finden die 
projektiven Methoden ihre grösste Anwendung doch immer in 
der zeichnerischen ebenen Darstellung. In diesem Schluss- 
kapitel sollen daher nur flüchtige Streiflichter auf einige der 
wichtigsten die Projektivität angehenden Fragen geworfen 
werden. 

Wo liegt im Raum die Analogie für die Erzeugung 
der Kegelschnitte durch projektive Strahlenbüschel 
und Punktreihen mit den sich anschliessenden ein- 
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fachen linearen Konstruktionen? Können die Flächen 
zweiten Grades auf ähnliche Art erzeugt werden? 

Für die geradlinigen Flächen (das einschalige Hyperboloid 
und das hyperbolische Paraboloid) ist diese Frage in gewissem 
Sinne bereits gelöst, da sie nach § 19 durch projektive Ebenen- 
büschel entstehen, wenn man entsprechende Ebenen zum 
Schnitt bringt oder durch projektive Punktreihen, wenn man 
entsprechende Punkte verbindet. Als Grenzfälle sind dabei 
zu betrachten einerseits die Kegel (wenn die Achsen der 
beiden Ebenenbüschel sich schneiden) und andererseits die 
ebenen Kurven (wenn die beiden Punktreihen in einer Ebene 
liegen), in welchem Falle sich die Fläche auf die Gesammtheit 
der Tangenten einer Kurve zweiter Ordnung reducirt. 

Dabei werden die Flächen zweiter Ordnung wie ein- 
dimensionale Gebilde behandelt, als kontinuirliche Folgen 
von geraden Linien, welche eine wie die andere durch einerlei 
Konstruktion geftmden werden. Auch passt diese Erzeugungs- 
art nicht für die Flächen zweiter Ordnung, auf welchen keine 
oder vielmehr nur imaginäre gerade Linien vorhanden sind. 
Eine wirklich allgemeine projektive Konstruktion müsste aber 
für alle Flächen zweiter Ordnung Giltigkeit haben und 
so beschaffen sein, dass sie Punkt für Punkt ergiebt. 

Wie soll man eine solche finden ? Der Versuch liegt nahe, 
statt zweier projektiver Ebenenbüschel zwei kollineare Bündel 
zu nehmeu, indem man sich etwa vorstellt, dass sie zu Anfang 
auf ein und dasselbe ebene System perspektivisch bezogen 
wurden und dann durch Drehung und Verschiebung in die 
allgemeine kollineare Lage gebracht worden sind. Aber man 
sieht sofort, dass das Ergebniss nimmermehr eine Fläche 
zweiter Ordnung sein kann, da entsprechende Strahlen im 
allgemeinen windschief zu einander sein werden; wie auch 
umgekehrt eine Fläche zweiter Ordnung von zwei auf ihr 
liegenden Punkten nicht durch projektive, sondern anders mit- 
einander verwandte Strahlenbündel projicirt wird, da z. B. ein 
ebener durch P gehender Schnitt von P aus durch ein ebenes 
Strahlenbüschel, von P^ aus aber durch einen Kegel zweiter 
Ordnung projicirt wird. 

Die Kurve dritter Ordnung. Immerhin liegt der Ge- 
danke, zwei Bündel kollinear auf einander zu beziehen und 
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nach ihrem Erzeugnis zu fragen, nahe genug, dass er, einmal 
angeregt, wohl verdient, etwas ausgesponnen zu werden. Es 
seien also 8{a'bc) und Si(a^hiCi) die Centren der beiden 
Bündel, l und l^ zwei entsprechende Strahlen mit den Richtungs- 
winkeln aßy und aißiyi und P{xysi) ein beliebiger Punkt 
auf Z, Pxix^yiZi) ein solcher auf l^. Dann ist zunächst: 

cos a : cos ß : cos y =: x — a : y — b : ^ — c ^. 
cos ai : cos ßi : cos yi= Xi — «1:^1 — &i • ^1 — (H.- 

Die beiden Bündel werden auf die allgemeinste Art 
kollinear auf einander bezogen, wenn die Eichtungscosinus 
von üi zu ' linearen Ausdrücken der Eichtungscosinus von l 
proportional gesetzt werden (vergl. I, § 26). Nach 1) wird 
also der analytische Ausdruck dieser Verwandtschaft durch 
folgende drei Gleichungen gegeben: 

^1 —«1 = i.(Ai{x — a)-^ Bi(i/ — b) + Ci(x — c)) 

y^ — b, =X{A,{o^ — a) + B^{y — b) + C^{x — c)) 2) 

^1 — Ci =X{A^{x — a) -h Bs(y — b) + Cs(^ — c)) 

Hier bedeuten AiBiCiA2^2(^2AsBsCs neun irgendwie ge- 
gebene Koefftcienten (deren Determinante nicht = sein darf) 
und X einen vorläufig ganz willkürlichen Proportionalitäts- 
faktor. Die Strahlen l und Zj werden, wie bereits erwähnt 
im allgemeinen windschief sein. Doch wird es auch solche 
geben, welche sich schneiden. Für diese kann man annehmen, 
dass P und Pi zusammenfallen, d. h. dass : 

a:i = x, 2/1 = y, ^1 = ^. 3) 

Dies ist in 2) einzusetzen. Da durch Elimination von X 
im allgemeinen zwei von einander unabhängige Gleichungen 
entstehen, so ist der geometrische Ort der Schnittpunkte der- 
jenigen sich entsprechenden Strahlen l und l^, welche sich 
überhaupt treffen, eine Kurve und keine Fläche. Behält man 
aber A bei und berechnet aus 2), nachdem Xi=x, y^=y^ ^^z^^ 
gesetzt worden, x, y und z^ so entstehen Ausdrücke von der 
Form: 

^ P4 -+- ^4^ + ur^ + M' ^^ 

i^4 + «4^ + M' + 54"^« 
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WO die sechszehn Koefficienten constante, aus den -^iJS^Ci u.s.w. 
zasammengesetzte Werthe haben. 

Diese Parameterdarstellung 4) beweist, dass die Kurve 
von der dritten Ordnung ist. Denn die Bestimmung ihrer 
Schnittpunkte mit irgend einer Ebene: 

führt nach Einsetzen von 4) zu einer Gleichung dritten Grades. 
Sie geht durch S{abc) und durch SiiaibiC^) hindurch, da 
diese beiden Punkte durch die Werthe A = und X = oo be- 
stimmt werden. 

Um aber festzustellen, welche Strahlen des Bündels S von 
den entsprechenden Strahlen ?i des Bündels S^ geschnitten 
werden, setze man zur Bequemlichkeit a = 6 = c = 0, multi- 
plicire dann die Gleichungen 2) der Reihe nach (nachdem 
x^ = x, y^:=i/, ^1=^0 gesetzt worden) mit Cip — b^^, a^0 — c^a?, 
b^x — a^y und addire. Man erhält dann auf der linken Seite 
identisch und rechts (nach Fortlassung des Faktors X) eine 
homogene Funktion zweiter Ordnung von xy^. 

Es liegen daher alle Strahlen l, welche von den ent- 
sprechenden Strählen li geschnitten werden, auf einem Kegel 
zweiter Ordnung. Ein gleiches gilt selbstverständlich auch 
von den Strahlen l^. Diese beiden Kegel haben zwar ver- 
schiedene Spitzen 8 und Si, aber die Verbindungslinie SS^ ist 
eine gemeinsame Kante, da sie sowohl als ein Strahl { als 
auch als ein Strahl l^ angesehen werden kann und in beiden 
Fällen der zugehörige Strahl eo ipso schneiden muss, da eben 
SSi durch beide Centren hindurchgeht. 

Die beiden Kegel schneiden sich somit in einer Geraden 
SS^ und ausserdem in der Raumkurve dritter Ordnung 4). 
Letztere wird aber nicht bloss von S und S^ aus, sondern wie 
sich aus den Gleichungen 4) ohne Schwierigkeit ableiten lässt^ 
von jedem ihrer Punkte durch Kegel zweiter Ordnung projicirt, 
wobei sich herausstellt, dass S und ^i gar keine besonderen 
Punkte der Kurve sind, sondern durch irgend zwei andere 
auf ihr liegende Punkte ersetzt werden können. 

Die so aufgefundenen Raumkurven dritter Ordnung zeigen 
bei gründlicherem Studium eine überraschende Fülle hervor- 
ragender projektiver (dagegen weniger metrische) Eigen- 
schaften. Sie entstehen, nebenbei bemerkt, auch durch drei 
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projektive Ebenenbüschel, als geometrischer Ort der 
Durchschnittspunkte entsprechender Ebenen, wie ja auch aus 
den Gleichungen 2) za schliessen ist^ wenn man diese bei 
Variiren vonA (nachdem x^ = x^y^=^y^ 8^=^^ gesetzt worden) 
als Darstellungen von Ebenenbüscheln betrachtet. (§ 8.) 

Wenn man von den geraden Linien und den Kegelschnitten 
als ebenen Kurven absieht, so sind die Eauinkurven dritter 
Ordnung*) sowohl vom analytischen als auch vom projektivisch 
geometrischen Standpunkt aus die einfachsten wirklich räum- 
lichen Kurven überhaupt. Auch zeigen sie sich bei tieferer 
Untersuchung so innig mit den Kegelschnitten verwandt, 
dass man sie schon wiederholt als räumliche Kegelschnitte 
bezeichnet hat. 

Projektive Erzeugung der Flächen zweiter 
Ordnung. Kollineare Bündel führen also zu keiner Kon- 
struktion der Flächen zweiter Ordnung, und man wird sich 
wohl nach einer Verwandschaft umsehen müssen von der Be- 
schaffenheit, dass entsprechende Elemente bei ihrer Zuordnung 
nicht nur im besonderen, sondern immer Schnittpunkte bestimmen. 

Zwei reciprok aufeinander bezogene Bündel haben diese 
Eigenschaft, da hier jeder Geraden l(aßy) des einen Bündels 
S eine Ebene E^ des anderen Bündels S^ entspricht Es sei 
h{cLißi7i) irgend eine in -E^ liegende Gerade des Bündels S^ 
so sind l und li zugeordnet, aber so, dass ein l unzählig viele 
/j, die zusammen ein Strahlenbüschel bilden, bestimmt und um- 

*) Eine Eaumkurve dritter Ordnung und eine ebene Kurve dritter Ord- 
nung sind trotz der Uebereinstimmung der Ordnung ganz verschieden, so- 
wohl in analytischer wie in geometrischer Hinsicht, so dass die letztere 
Art durchaus nicht als ein besonderer Fall der ersteren angesehen werden 
kann. Eine ebene Kurve dritter Ordnung ist der Schnitt einer Fläche 
dritter Ordnung mit einer Fläche erster Ordnung. Eine Raumkurve dritter 
Ordnung ist aber der Schnitt zweier Flächen zweiter Ordnung, welche 
sich ausserdem noch in einer geraden Linie schneiden. Eine Fläche m*^^ 
und nter Ordnung schneiden sich in einer Kurve w.wter Ordnung. Eine 
Fläche Witer und Wi*e' Ordnung in einer Kurve mi • n^^^^ Ordnung. Wenn 
nun z. B. m»n = m^. Wj ohne dass die beiden Faktoren m und n mit den 
beiden Faktoren m^ und Wj übereinstimmen, so ist klar, dass der analytische 
Charakter beider Kurven durchaus verschieden sein kann. Es giebt eben 
verschiedene Arten oder „species" von Eaumkurven derselben Ordnung. 
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gekehrt. Diese Zuordnung wird durch eine beiderseits lineare 
und homogene (bilineare) Gleichung zwischen den Bichtungs- 
cosinus von l und l^ ausgedruckt: 

Äi cos a COS a^ + A^ cos a cos ß^ + A^ cos a cos yÄ 
+ JBi cos/? cos Ol + B^ cos/S cos^i H- jBg cos/8 cosyi?= 5) 
+ Ct cosy cosQi + C« cosy cos/Si + C^s c^s y cosyj 
wie z. B. eine solche bei Gelegenheit der conjugirten Durch- 
messer gefunden worden ist (3 § 18), nur dass dort 8 und 8^ 
zusammenfielen, hier aber nicht. Bezeichnet man mit abc und 
a^biC^ die Koordinaten von 8 und 8^ und führt ferner einen 
beliebigen Punkt F(xyz) auf l und Piix^y^Zi) auf \ ein, so folgt: 
cos a : cos ß i Q,o^y = X — a : y — b : z — c ^. 

cos ai : cos ßi : cos y^ = Xj^ — ^t ' yi — bi : Zj^ — c^. ^ 

Zu jedem Strahl l giebt es einen Strahl l^, welcher ihn 
schneidet. Für zwei solche Strahlen kann man die beiden 
laufenden Punkte P und P^ mit dem Schnittpunkt zusammen- 
fallen lassen und setzen : 

x = x^, y = yu 8 = Zv 

Dann folgt aus 5) und 6): 

Äx {x — a)(x — üj) + Ja {x — ä) (y — b{) + A^ {x — a){0 — c^) . 
+jB,(jy-b){x--a{)-^B,(i/-b)iy-h)+B,(jy^b)(z-c,) 7) 
+ C,(0—c){x^ax) + C^{0-c){y—bx)+Cs{z — c)(js^Cx) = O 
also für den Schnittpunkt eine Gleichung zweiten Grades, d. h. : 

Zwei reciprok aufeinander bezogene Bündel 8 
und 8i erzeugen eine Fläche zweiter Ordnung, wenn 
man jeden Strahl ? von S mit der zugeordneten Ebene 
El von Si oder umgekehrt zum Schnitt bringt 

Dass 8 und Si auf dieser Fläche liegen, ist selbstverständ- 
lich, da man 88^ sowohl als einen Strahl ?, als auch als einen 
Strahl ?! ansehen kann und der Schnittpunkt dann mit 8i 
resp. 8 zusammenfallen muss. Auch analytisch ist dies sofort 
ersichtlich, da sämmtliche neun Glieder auf der linken Seite 
von 7) verschwinden, wenn statt xyz gesetzt wird abc oder 
aib^Ci, 

Ob aber auch umgekehrt jede Fläche zweiter Ordnung: 

«11^^ + «222/^ + «33^^ -f- 2023«/^ + 2asiisx + 2ax2xy + g. 
2axiX -|- 2a2^y + 2a^^z -|- a44 = 
durch zwei reciproke Bündel erzeugt werden kann ? Um sich 
hierüber Gewissheit zu verschaffen, mache man den Ansatz, 
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dass die Gleichungen 7) und 8) identisch seien und vergleiche 
nun die zehn Eoefficienten beider Gleichungen. Diejenigen 
von 7) sind erst durch Auflösen der Klammern und Zusammen- 
ziehen zu bilden; es entstehen dann, wenn man die Eoefficienten 
von 8) als gegeben ansieht, zehn Bedingungen zwischen den 
15 Grössen: 

AiB^C^; Ä^B,2G^\ A^B^C^; ahc\ a^l^c^. 

Man wird diesen Bedingungen also im allgemeinen auf 
unzählig viele Arten genügen können. Weiter ist aus dem 
Voraufgegangenen ersichtlich, dass zwei der Bedingungen oder 
doch zwei Eombinationen derselben darin bestehen müssen, 
dass 8 und 8^ beide auf der Fläche liegen. Nimmt man diese 
Punkte aber beliebig auf ihr an, so bleiben nur noch 10 — 2 = 8 
von einander unabhängige Bedingungen, aber immer noch neun 
zu bestimmende Eoefficienten, nämlich: 

Ä^B^(\; AB^C,; A^B^C^, 

Daher : 

Eine gegebene Fläche zweiter Ordnung kann stets 
als Erzeugniss zweier reciproker Bündel 8 und Si, 
deren Centren man beliebig auf der Fläche aus- 
wählen kann, dargestellt werden. Die Zuordnung 
der beiden Bündel ist sogar, selbst wenn 8 und 8^ 
bestimmt sind, noch auf unendlich viele Weisen 
möglich. 

Der eben geführte Beweis dieses Satzes ist nur fiüchtig 
hingeworfen und wäre nun erst nach allen Seiten hin zu er- 
proben, worauf es aber hier, wo nur die allgemeinsten Grund- 
züge der projektiven Erzeugung der Flächen betrachtet 
werden sollten, nicht weiter ankommt. Wird die Reciprocität 
zur Orthogonalität, d. h. ordnet man jedem Strahl l von 8 
die zu ihm senkrechte Ebene JEi von 8^ zu, so entsteht offen- 
bar eine Eugel über 88^ als Durchmesser. Oder lässt man die 
beiden Centren 8 und 8^ zusammenfallen, so wird die Fläche 
zum Eegel und ist identisch mit der Gesammtheit aller 
Strahlen, welche auf. den ihnen entsprechenden Ebenen 
liegen u. s. w. 

Dass die projektive punktweise Erzeugung der Flächen, 
welcher nach dem Gesetz der Dualität die Erzeugung ihrer 
Tangentialebenen durch reciprok aufeinander bezogene ebene 
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Systeme gegenübersteht, zu einer Fundgrube für zahlreiche 
Sätze und Konstruktionen projektiven Charakters gemacht 
werden kann^ unteriiegt wohl für Niemand einem Zweifel, der 
sich mit dem betreffenden Kapitel der Kegelschnitte (yergl. 
z. B. I, § 23) vertraut gemacht hat. Freilich sind die analogen 
Eigenschaften der Flächen zweiter Ordnung nicht so einfach 
und daher auch nicht so unmittelbar praktisch verwerthbar, 
so dass z. B. die Uebertragung der beiden schönen Sätze vom 
Pascal'schen und vom Brianchon'schen Sechseck wohl möglich 
und sogar auf verschiedene Arten möglich ist, aber doch nur 
mit Verzichtleistung auf die gleiche Durchsichtigkeit und An- 
wendbarkeit. Auch liegt dieses Gebiet zweifellos höher, als 
dem Aufstieg allein von zwei zu drei Dimensionen entspricht, 
80 dass nur eine gründliche Analyse unter Zugrundelegung 
der allgemeinen, den Dreieckskoordinaten in der Ebene ver- 
wandten Tetraederkoordinaten und ein gründliches Eingehen 
in die Theorie der algebraischen Formen (Invariantentheorie) 
dem analytischen Geometer Einsicht in den unerschöpflichen 
Eeichthum von Sätzen und geometrischen Beziehungen, der 
hier zu heben ist, erschliessen kann. 



Büschel von Flächen zweiter Ordnung. Gtegeben 
seien irgend zwei Flächen zweiter Ordnung: 

F^(xyz) ^ a\^x^ -j" äa'igicy + = 0. 

Durch lineare Verbindung entsteht das Büschel: 10) 

F{xyz) + XF^ixyz) = (a^ + ka\{) a;« + 2 {a^^ + hi^^yxy-^- . . . = 0. 

Es enthält, den beliebigen Werthen von X entsprechend, 
unendlich viele Flächen zweiter Ordnung, unter denen die 
beiden gegebenen 9) irgend zwei sind. Diese schneiden sich 
in einer (reellen oder imaginären) Kurve, welche von der 
vierten Ordnung ist und auch Grundkurve des Büschels ge- 
nannt wird, da offenbar jede Fläche desselben durch sie hin- 
durchgehen muss. Setzt man ^ = 0, d..h. wird das Büschel 10) 
durch die a;y-Ebene geschnitten (welche man mit irgend einer 
Ebene zusammenfallen lassen kann), so wird ein Kegelschnitt- 
büschel erzeugt, dessen vier Grundpunkte (I, § 25) offenbar 
die vier Schnittpunkte der Ebene und der Grundkurve sind. 
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In diesem Büschel giebt es drei Paare von geraden Linien, 
die zusammen die sechs Verbindungslinien der vier genannten 
Schnittpunkte bilden. Jede solche Linie muss daher zugleich 
eine gerade Linie auf irgend einer Fläche des Büschels sein. 
Dass aber auch umgekehrt jede auf einer solchen Fläche 
liegende Gerade l die Grundkurve in zwei (reellen oder 
imaginären) Punkten schneiden muss, ist nicht schwer zu be- 
weisen. Denn man schneide l mit irgend einer andern Fläche 
des Büschels, so müssen die Schnittpunkte, da l ganz auf der 
ersteren liegt, auch auf der Grundkurve liegen. 

Die Gesammtheit der Geraden des Büschels 10) fällt daher 
zusammen mit der Gesammtheit der Sekanten seiner Grund- 
kurve. Von besonderer Wichtigkeit sind aber seine Kegel- 
flächen. Nach § 16 ist D = die analytische Bedingung für 
einen Kegel. Setzt man hier a^ -f- Xa\^ statt %!, a^^ + 'löt'ia 
statt «12 ^- s. w., so entsteht eine Gleichung vierten Grades 
für L Also: 

In einem Flächenbüschel giebt es im allgemeinen vier 
„Grenzflächen", d. h. vier Kegel. Oder auch: Es giebt im 
Raum vier Punkte, von welchen aus die Grundkurve in Kegeln 
zweiter Ordnung projicirt wird, wobei aber jede Kaute, wie 
oben gezeigt, durch zwei Punkte der Kurve hindurchgeht und 
der Kegel somit, als Projektionskegel aufgefasst, doppelt ge- 
zählt werden muss. 

Es sei S die Spitze eines solchen Kegels und l irgend eine 
Kante desselben. Sie schneide die Grundkurve in Pi und P^. 
Führt man noch den zu $ zugeordneten vierten harmonischen 
Punkt T ein, so sind S und T harmonische Pole in Bezug 
auf jede Fläche des Büschels. Der geometrische Ort für T 
ist also der Schnitt des Kegels mit der Polarebene von S in 
Bezug auf irgend eine Fläche des Büschels. Also hat S für 
alle Flächen des Büschels ein und dieselbe Polarebene und 
hieraus ist zu schliessen, dass die vier Spitzen S, S^, 8^, S^ 
der vier Kegel zugleich Ecken des gemeinsamen Polartetraeders 
aller Flächen sind. (Vergl. I, § 25). 

Das Problem der Kegel fällt daher im wesentlichen mit 
dem Problem des gemeinsamen Tetraeders zusammen. Rein 
analytisch muss der Beweis unter Zugrundelegung von 
Tetraederkoordinaten geführt werden, wobei sich dann heraus- 
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stellt, dass beim Beziehen auf das Pölartetraeder die beiden 
Gleichungen 9) „rein", oder von der Form werden: 

F{xyZt) ^ «11 X^ + «22 y^ + %8 ^^ + «44 ^^ = 

• F^{xyzt) = a\^x^ + «'222/^ + «W + «'44^' = 
(yergl. I, § 25). Es wird dann auch das ganze Büschel durch 
die reine Gleichung: 

(»11 + kt\^X^ + (»22 + ^«29)^^ + («38 + ^ö 88)^^ + 

dargestellt. Man hat nun A nur noch so zu bestimmen, dass 
der Reihe nach einer der vier Koefficienten verschwindet, 
wenn die Gleichungen der vier Kegel gebildet werden sollen. 
Ein einfaches Beispiel wird dies erläutern. Gegeben seien 
die Kugel und der Kegel: 

F=x- + y^ + z^-r^ = 0, i^, = |! + -g- _ ^=0. 9a) 
Man bilde das Büschel: 

Die Grundkurve des Büschelg ist also hier ein sphärischer 
Kegelschnitt. Augenscheinlich haben alle seine Flächen den- 
selben Mittelpunkt und dieselben Hauptebenen, nämlich den 
Anfangspunkt und die drei Ebenen des Koordinatensystems. 
Das gemeinsame Polartetraeder des Systems wird daher aus 
diesen drei Ebenen und der unendlich fernen Ebene gebildet. 
Die vier Spitzen der Kegel zweiter Ordnung, durch welche 
die Grundkurve, also hier ein sphärischer Kegelschnitt pro- 
jicirt wird, müssen also sein: Der Anfangspunkt und die un- 
endlich fernen Punkte der rr-, der y- und der ;er-Achse. Drei 
der Kegel werden also zu Cylindem. In der That setze man 
in 10a) fiir A der Beihe nach: 

+ 00, — a% — 6«, + c2, 
so folgt: 

ni) ^*(i— ^) + ^='(1+^) - r^ = 0, 
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I) ist der zu Anfang gesetzte Kegel, II), III), IV) sind die 
Cylinder und zwar sind, wenn a >> 6 II) ein hyperbolischer, 
III) und IV) aber elliptische Cylinder. 

Die drei senkrechten Projektionen der sphärischen Ellipse 
auf die Hauptebenen sind also eine Hyperbel und zwei Ellipsen, 
die aber natürlich nur soweit in Betracht kommen, als sie 
innerhalb des Kreises verlaufen, in welchem sich die Kugel 
projicirt. (Siehe Figur 36.) 




Fig. 36. 

Schaaren von Flächen zweiter 'Ordnung. Setzt 
man die Gleichungen der beiden gegebenen Flächen als in 
Ebenenkoordinaten gegeben voraus: 

F{uvw) = 0, jPi {uvw) = 0, 
so entsteht durch lineare Verbindung: 

eine sogenannte lineare „Schaar", deren Flächen alle gemein- 
same Tangentialebenen haben. Letztere umhüllen (siehe § 1 2) 
eine abwickelbare Fläche, welche von allen Flächen der 
Schaar berührt oder „eingehüllt" wird. Im übrigen bedarf 
es keiner besonderen Theorie, wenn man das Prinzip der 
Dualität in Anwendung bringt und dann die Eigenschaften 
der Schaaren zu denjenigen des Büschels in reciproke Be- 
ziehung setzt. 

17 
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Dass die konfokalen Flächen als ein besonderer Fall der 
linearen Schaaren anzusehen sind, ist bereits früher erwähnt 
worden. Eine andere Gelegenheit zur Anwendung dieser Ge- 
bilde hat z. B. eine rechnerisch sehr schwierige und unange- 
nehme Aufgabe der Astronomie, die Ermittelung der sogenannten 
Schattenfläche, geboten. 

Setzt man den leuchtenden Körper (Sonne) und den 
dunklen beide als Kugeln voraus, dann ist die Sachlage aller- 
dings sehr einfach, da hier die Schattenfläche in zwei Kreis- 
kegel zerfällt, die hinter dem dunklen Körper den Kem- 
schatten und den Halbschatten begrenzen, wie die in allen 
populären astronomischen Darstellungen zu findende Figur 
anzeigt. Wenn aber die Oberflächen beider, oder auch nur 
eine als ellipsoidisches vorausgesetzt werden, so tritt an Stelle 
der Kegel die allgemeine Schattenfläche, d. h. die vorhin ge- 
nannte, beide Körper längs einer Kurve berührende abwickel- 
bare Fläche, welche aber auch die ganze zugehörige Schaar von 
Flächen zweiter Ordnung berührt. Unter diesen giebt es vier 
ebene, den vier Kegeln der Flächenbüschel entsprechende, von 
Kegelschnitten begrenzte Flächen, derart, dass irgend zwei 
dieser Grenzkurven — für die konfokalen Flächen gehen sie 
in die Fokalkurven über — eine sehr einfache geometrische 
Konstruktion der Schattenfläche ermöglichen. — Man sieht, 
wie zuweilen scheinbar ganz entlegene geometrische Gebilde 
auf einmal in durchaus praktischen Fragen auftauchen können. 



Geometrische Verwandtschaften. Zum Schluss noch 
einige wenige Betrachtungen über geometrische Abbildungen 
und Verwandtschaften, unter denen die wichtigsten solche 
sind, wo sich Punkt und Punkt entsprechen. Sei also F{xys) 
irgend ein Punkt im Raum und Pi{x^y\^i) sein Abbild. Dann 
muss es möglich sein x^^ y^^ z^ als Funktionen von x^ y und z 
darzustellen. Also wird jede derartige geometrische Ver- 
wandtschaft analytisch durch drei Gleichungen von der Form : 

vermittelt. So geben z. B. die Transformationsformeln in § 3, 
wenn in ihnen nicht xyz und x^y^z^ die Koordinaten desselben 
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Punktes in Bezug auf verschiedene Koordinatensysteme vor- 
stellen — so wie es früher der Fall war — , sondern wenn 
sie als Koordinaten verschiedener Punkte in Bezug auf das- 
selbe oder auch in Bezug auf verschiedene Systeme betrachtet 
werden, die allgemeinsten Formeln für die Abbildung 
durch Kongruenz. Will man aus ihnen die Abbildung 
durch Aehnlichkeit machen, so multiplicire man alle Koeffi- 
cienten mit dem Proportionalitätsfaktor h. (Vergl. I, § 26). 

Durchgreifender ist die allgemeine affine Abbildung: 

y^ = b^x 4- l^y + h^ + h 12) 

^1 = ^i^ + <^2y + ^3^ + ^4 

in welcher die zwölf Koefficienten irgend welche Werthe 
haben können, nur dass, wenn die Abbildung umkehrbar sein 
soll, die Determinante aus den neun Koefficienten der Ver- 
Underlichen nicht verschwinden darf. Man beweist ohne Mühe, 
dass parallele Ebenen sich in parallele Ebenen, parallele 
Gerade in parallele Gerade transformiren, dass daher die 
Theilungsverhältnisse zwischen drei in gerader Linie liegenden 
Punkten keine Aenderung erleiden und im besonderen die 
Mitte zwischen zwei Punkten Mitte bleibt. 

Aus Kugeln werden ähnliche und mit den Achsen gleich- 
gerichtete Ellipsoide, woraus leicht zu folgern ist, dass die 
allgemeinste Affinität durch Zusammensetzung von Kongruenz 
mit nachfolgender Ausdehnung oder Zusammenziehung in drei 
^u einander senkrechten Sichtungen (siehe § 18) entsteht. Dass 
jede Abbildung im Unendlichkleinen affin ist, wird wie in 
I, § 26 bewiesen. Wie also auch z. B. ein elastischer Körper 
durch auf ihn ausgeübte Drucke oder Spannungen, oder eine 
Flüssigkeit oder ein Gas — natürlich ohne Verletzung der 
Kontinuität oder des Zusammenhanges — deformirt wird, 
immer werden aus unendlich kleinen Kugeln unendlich kleine 
Ellipsoide, deren Hauptachsen die Richtungen der „Haupt- 
dilatationen" ergeben, welche wieder zugleich die Richtungen 
der „Normaldrucke" sind, wenn der Körper isotrop ist, d. h. 
nach allen Richtungen gleiche Elasticität zeigt. 

Kongruenz, Aehnlichkeit und Affinität sind besondere Fälle 
der allgemeinen Kollinearität, welche analytisch durch 

17* 
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drei gebrochene lineare Funktionen mit demselben Nenner 
oder auch nach Einführung homogener bezw. tetraedrischer 
Koordinaten durch vier homogene lineare Funktionen dar- 
gestellt wird: 

^ _^ (h^'^a^y + %^ + «4 

,. _ h^ + hy + h^ + h iqv 

^'~di^+d,y+d^z + d, ^""^ 

^ _ c^x 4- gay + Cs^ + ^ A 

Die sechszehn Koefficienten sind ganz willkürlich, nur darf 
ihre Determinante nicht verschwinden. Ebenen werden in 
Ebenen, gerade Linien in geraden Linien abgebildet (daher 
der Name). Ordnung und Klasse der Flächen bleiben unver- 
ändert, alle projektiven Eigenschaften bleiben erhalten. 

Perspektivität ist eine besondere Abart der Kollinearität,. 
bei der die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch 
einen und denselben Punkt, das Centrum der Perspektivität,. 
geheu, während die Schnittgeraden entsprechender Ebenen in 
einer Ebene, der Ebene der Perspektivität, liegen. Eine 
andere merkwürdige Abart, die hier nur kurz erwähnt werden 
mag, ist die, in welcher die genannten Verbindungs- und 
Schnittlinien zwei beliebige zu einander windschiefe Gerade 
im Raum schneiden. 

Eeciproke Verwandtschaft. Setzt man in 13) statt 
iCi^i^i die Koordinaten einer Ebene u^v^Wi, während rechts 
xy0 stehen bleiben soll, so entsteht die allgemeine reciproke 
Verwandtschaft räumlicher Systeme, wo jedem Punkt 
eine Ebene und umgekehrt entspricht. Ein besonderer Fall 
derselben ist die Polarität, bei welcher: a^ = &i, % = Cjr 
a^ = dl, 63 = C2, 64 = d^j c^ = d^. Die Gleichung der Fläche 
zweiter Ordnung, auf welche sich diese Polarität bezieht, wird 
dann durch die Bedingung ausgedrückt, dass P{xyz) auf der 
Ebene E{uiViW^ liegen soll: 

u^x -f- v^y -f- w^z -j- 1 = 0. 14) 

Aber auch im allgemeinen Falle giebt diese Bedingung 
eine Gleichung zweiter Ordnung. Wenn indessen: 

a^ = 62 = Cg = (?4 = und «2 = — ^u 0^3 = — c^ u. s. w. 
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SO wird die Bedingung 14) identisch erfüllt. Jeder Punkt 
liegt dann auf der ihm entsprechenden Ebene und die Ver- 
wandtschaft wird zum Nullsystem, das schon früher auf- 
gestellt*) (§ 11) und etwas genauer untersucht worden ist. 

Diese wenigen Bemerkungen über räumliche geometrische 
Yerwandtschaften sollen nicht mehr sein, als eine erste Ein- 
führung in ihre Theorie. Im übrigen wird auf das Schluss- 
kapitel des ersten Theils dieses Lehrbuches verwiesen, das 
im wesentlichen unverändert übertragen werden kann. 

Ueban^sauf^aben. 

1. Gegeben zwei Punkte Pund Q im Räume. Jeder durch P gehen- 
den Geraden l wird die auf ihr senkrechte, durch Q gehende Ebene zu- 
geordnet und umgekehrt. Nachher wird das Bündel P um eine beliebige 
durch P gehende Achse gedreht. Welche Art von Flächen erzeugen dann 
die beiden Bündel P und Q? 

2. Welche Kegel zweiter Ordnung lassen sich durch zwei zu einander 
"Congruente Ebenenbüschel mit sich schneidenden Achsen und welche Hyper- 
boloide durch solche mit windschiefen Achsen erzeugen? 

3. Gegeben zwei Gerade l und l^ im Räume. Jeder Ebene E durch 
i wird die auf ihr senkrechte Ebene E^ durch l^ zugeordnet. Hat die 
durch diese projekti vischen Büschel erzeugte Fläche eine besondere Eigen- 
thümlichkeit? 

4. Man versuche, kollineare Abbildungen der Kugel a;* + y'^ + «^ — r* = 
auf sich selbst, wenn möglich alle zu finden. 



*) Dass das Nullsystem keine Analogie in der Ebene hat, liegt in dem 
Umstände, dass die Determinante der Koefficienten dort verschwinden 
würde. Siehe die Aufgabe über „schiefe" Determinanten in 1, § 20. 



Anhang. 

Lösungen zn den Uelinngsaufgalien. 



§1. 

1. Jede Kante ist = 1^2. 

2. cos a = cos ^ = cos y = + ö V^' 

3. Die gegenüberliegenden Kanten sind einander gleich. 
Das Tetraeder wird von vier kongruenten Dreiecken mit den 

Seiten 2 y?!, 2 ^65, 2 yjT begrenzt. 

4. Wählt man in 5) § 1 die Wurzel bei l^ und ^ positiv^ 
so entstehen für l{aßy) die drei Gleichungen: 

6cosa + 8cos/S + 24cos7 = -|- 13, 
2cosa + 2coS)(? + 2cosy = + 3, 

COS^a + COS^^ + COS^y = 1, 

hieraus : 

206 + 8^38 ^ 188 + 9^38 44 + ^38 
cosa = , cos^= 292 ^'^^^y=— ^92 

Wählt man beide Wurzeln negativ, so wechseln cosa^ 
cos ß, cos y ihre Vorzeichen. Ist aber die eine positiv, die 
andere negativ, so entstehen imaginäre Richtungen: 

— 466 + 8 jy2926 „ — 370 qp 9iy2926 
^'«»««^ 1^2 ^ cos/? = - 292 ' 

+ 398 + i K2926 
'^^■'^ W2 -• 

5. Die Ecken seien P^ (^i^i^i) u. s. w. Nach 11) und 15) 
sind die drei Bedingungen des Senkrechtstehens: 

= {x^—x^){x^ — x;) + (i/2—ys)(i/i—y^) + (^2—^s)(^i—^a) 

= (a^a — a;i)(a:2— ÄjJ + (yg— 3/i)(y2— yj + (^8— ^0(^2— ^4) 
= {xi — X2){x^ — x^) + (y^ — y2)(y8 — yj + (^1—^2) (^3 —^4)- 



x\ 
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Durch Addition entsteht die Identität = 0, d. h. jede 
Bedingung folgt aus den beiden anderen, q. e. d. 

6. Da z. B. Pi P'g P2 P'4 ein Parallelogramm sein soll, so 
muss sein: 

X 3 Xi 5?2 ä; 4, X ^ — j— X 4 = X-j^ — j— Ä?2. 

Aus diesen und den analogen Gleichungen: 

•2 

u. s. w. Soll das Parallelopiped ein Rechtflach werden, so 
mache man nach IIa) und 15a) den Ansatz, dass P1P3 -L 
P2P 3 u. s. w. Er führt zu der Gleichung : 

d. h. die Gegenseiten des gegebenen Tetraeders müssen ein- 
ander gleich sein. (Siehe Uebungsaufgabe 3). 

§2- 

!• Es seien Pi (x^ y^ z{) etc. die vier Ecken. Dann sind die 

Koordinaten der Mitte von P,F. : ^L+ ^ ^^ + ^% A±^ 

^ - 2 ' 2 ' 2 

und der Mitte von P3P4 : ^^jt_^, --t^', ""' t ^^ Also 

4^ ^ ^ 

der Mitte beider Mitten : ^ ^^ "^ y -^ ^^ ^ u. s. w., d. h. die 

4 

Koordinaten des Schwerpunktes. 

S, Nach 9) § 2 kann man setzen: 
^i=-]r4c — 5/^1, ^1 = + 6 — 10/^1, ^1 = — 2 + 5/^1 

^2 = — 5 + 9/^, 2^2 = + 1 + 1/^, . ^2 = + 7/^2 
% = + 1 — 8/^3, 2/3 = 4-2 — 7/^3, ^3 = + 3 — 2/^3. 

Es soll sein : X2 = ^"T ^ u. s. w. Dies giebt die drei 

Gleichungen : 
15 — 5/^1 — 18yU2 — 8/^8 = 0, 6 — 10/^1 — 2/^2 — ^/^ = 0, 

1 + 5/^1 — 14/*2 — 2/^3 = 0. 

TT- I 211 ,24 56 ^ ^ 

Hieraus: /^i = + -g^-, /^2 = + ^3» ^^ = — ^ und da- 
mit die drei Punkte:. 

n f_^ Mi _i 185\ /,151 ,37 , 168\ 

^'\ 13' 13' +T3";' ^H 13"' +13' + 13/' 

^ /, *61 , 418 , 151 
VslH- 13, +-13, + 13 
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8, Auf li mögen liegen Qj^ und Q\, auf ^: Q^ und Q*2, 
auf ^s* ^3 ^^<^ Q's7 so dass das windschiefe Sechseck 
QiQ\Q2Q*2QeQ's a-us sechs Kanten des Parallelopipeds gebildet 
ist. Dann ist Q^Q\ = und || Q^Q'„ Q^Q^ = und || Q^Q'^, QsQ's 
=und II ^2^1- Dies giebt neun Gleichungen. Drei derselben sind : 

•*' 2 i*/j " •*/ 2 *^3i •'^ 8 -^— ^2 — ^ •>!/ o ^^ *^1) *^ 3 ^^^ *^3 " ' •*' 1 *^2 

und die übrigen entstehen durch Vertauschnng von x mit y 
und g. Da aber die Addition entsprechender Gleichungen die 
Identität = ergiebt, so bleiben 6 unabhängige Gleichungen. 
Nach Einführung der Parameter fz^, /x'i, [i^, /i'j, /xs» i"'8 '^'^ ^ 
2) erhält man drei Gleichungen für ii\ — ^, /t'g, /ig und drei 
Gleichungen für //', — fi^, ii\ und /ti. Durch Auflösung: 

^^ ~ "^ 130' -"1 — + 130' -^ — "T 26' '"« ~ "•" 26' 

_ 23 , _ , 66 
^ — "~26""*~"^26 
und damit die sechs Punkte: 



<2i(- 



160 372 I 212\ /", 473 93 469' 
26' 26' ~f" 26 j' ^^V~ 26' "'"26' "^ 26 



n /+210 ,213 124\ 
^»\^ 26' ^26' ^ 26/ 



Cf-^^l _530 , 291\ / 131 55 203\ 
^\ 26' 26' ^ 26/' ^'V 26' ^26' ^ 26/' 



<2'3(- 



502 410 54' 



26 ' 26 ' 26, 

Zur Probe berechiie man die Mitten der drei Körper- 
diagonalen QiQ'2, QsQ's, QiQ!x- Man findet jedesmal denselben 

Punkt: -M" (- §, — -g"!^, + ^) (Schwerpunkt). Die Be- 
rechnung der letzten Ecken Q^ und Q\ (QiQi Flächendiagonale) 
ist nun sehr einfach. Denn es ist x^ -{■ Xi = x\ + «'s u. s. w. 
Hieraus: 

O /"—^^l _^^ _l25\ rt' /'_l^^2 251 . 390 \ 

^*V 26' 26' "'""26/' ^*V"r'"26' "*" 26' "^ 26 / 

4. Es ist F=6XTetraeder ^i^'i^'g^V Hier könnte 
sofort 5) § 2 angesetzt und ausgerechnet werden. Besser 
aber setzt man für x'^ — x^ ein : x'^ — x^ und für «4 — x^ 
ein : — {x'g — Xg). Dann lassen sich, da x\ — a;, = — 5 
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{jLi\ — /*i) etc. die drei Faktoren jll\ — /^i, jn*^ — ju^ und 
«* 3 — % absondern und es folgt : 

_[- 1 -|_ 9 -Lg 

F=±50w\-/.i):.(/.'2-w,).(^'3^^). +2', +l!+7 

-1, +7, +2 
_ 79 38 89 667945 ^^..,, 

= ^"26-26'26'^^ = -338" = ^^^^^^^- 



§ 3. 

1. Beide Systeme haben den Anfangspunkt gemein; lässt 
sich also nachweisen, dass ausserdem noch ein Punkt P 
existirt, der in beiden Systemen dieselben Koordinaten hat, so 
ist OP die Drehungsachse. Man mache daher in 3) und 3') 
deii Ansatz: x = x\ y = y', z = z'. Es folgen z. B. die beiden 
Gleichungen : 

(ai — 1)^: + «2^ + «3^ = 0, («1 — V)x + \y + c^^ = 0; 
also auch: — (6^ — «2)2^ + (% — ^i)^ = 0. 

Hieraus und aus den entsprechenden Gleichungen: 

X :y : z =: c^ — ^a : % — % • &i — <h' 
Dass diese Werthe in der That die Gleichungen erfüllen, 
folgt durch Einsetzen, z. B.: 

(ai — l){c^ — 63) + ag (% — Ci) + «3 (^1 — <h) = K^a — <^i<h) + 

Q>^a^ — aj)s) — C2 + 63 = (6 § 3). 
Nach 2) § 1 sind also die Richtungscosinus der Drehachse 
proportional zu: 

C2 — ©8, % — Cj, Oj^ a^. 

2. Es ist «1« + ag» + «38 = «i^ _j. 5^2 _j. c^2 — 1^ also 
auch 61 2 — ^^a -= flj^ 2_ ^a u g ^ Ferner eliminire man ai 
aus den beiden Gleichungen 6) § 3, die nicht b^ und nicht Cg 
enthalten, (also Cj = , 63 = ). Es folgt: c^^ — ftg^ = a^biC^ — 
«2^3^, also: 

^2* — 63® = «3 * — ^1® = 6i2 _ ^^2 _ a^i^e2 — (hh^v Q- e. d. 

3. Aus: C2 — is : CL3 — (h. *h — 02 = n:p : q folgt nach 

2) sofort: 

II, I I. . 111 

C2 + 63 : «8 + Ci : ^1 + «2 =• - '. - : - = P • 2 • Ö' • w : w . jp. 

Daher nach Einführung zweier Proportionalitätsfaktoren 
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X und /i, wenn noch (im Hinblick auf 12)) — = m, X = um 

gesetzt wird: 

Cg — 63 = /i • m • w, Ca -|- &3 == /i • i? • g u. 8. w. 

Hieraus: (^^= fi ' , b^= fji . 

Setzt man diese und die entsprechenden Werthe für 
^8> ^5 ^i> ^ ii^ die Eelation: c^^ — 63^ = «361^2 — «263^1 ein» 
so folgt: 

fi^mnpq = ^ I {nq + ^p) fep + »wn) Q?/j + wg^) — 

1 

(wg- — mp) (qjp — 7nn) (pn — mq\. 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist entwickelt = 

4 4 

2mnqp {m^ + n' + p2^ q^)^ daher /. = _--— _— -=^ 

und somit: C2 = 2 ^ ^ u. s. w., d. h. die Formeln 12) 

§ 3 mit Ausnahme derer für %, 62 und Cg. Die letzteren er- 
geben sich dann aus 6), z. B. a^ = ^ ^, — ^ nach - ange- 

messener Umformung. 

4. Die Vertauschbarkeit tritt nach 3) und 3') ein, wenn 
ßj = 63, «3 = q, 61 = ag. Dies giebt nach 12) mn = mp = 
mq = 0, also entweder n=p = q = 0, d. h. Identität (a? = x* 
y = y', = z') oder m = 0. Dann folgt nach 12): 

_ n^ — p'^ — q^ ^ — n^Ji^p^ — q^ _ n^ + P^ — g^ 

, 2pq 2q\n , 2np 

^2 — ^8 — -KT > ^8 — ^1 jy^> ^1 — ^2 — ~\r~ 

(also für diesen Fall : a^ + 62 + ^s = 'M ^^ — ■'^'j 

Setzt man noch w = p = g', also N = Zn\ so wird : 

Ol = 62 = ^8 = 3 > ^2 = ^8 = «8 = ^ = ^1 = 0^2 = + g • 

Die Transformation 3) wird: 

^~ 3""'""3"'*'"3'^ ^~"3 3 "^"3"' 

^"■'3"+ 3 3* 
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1. Es sei AP=a, BP=b, CP= c\ A{%y^,z^, B (xi,0, ^J, 
C^(^2,ya»0), P{x,y,z). 

Setze T == Afc, T = -i, dann ist nach 9) § 2 : 

^2 =■ /^i» ^2 = (1 — /^)yo, = ^0 + /^(^i — -^o); 

^ = ^^1, y = (1 — A)2^o? ^ = ^0 + ^(^1 — ^o)- 

Ausserdem: (^5)« = (a — 5)2 = ^^2 ^ y^^ + (;s?i — z^y. 

Aus diesen 7 Gleichungen sind x^^, y^^ x^^ ^i, x^, y^ zu elimi- 

miniren. Also lasse man die beiden ersten Gleichungen fort 

und bilde die Kombination z = {X — u) {0^ — 8^. Dann ist: 

X a — h y a — h 

x^-j — x -—; yo-Y:^j^- — y-i-^ 

z a — 6 

^ X — u c 

in die letzte Gleichung eingesetzt und (a — hy gehoben: 

Dies die verlangte Gleichung (EUipsoid). Noch einfacher 
so: Es seien aßy die Richtungswinkel von l. Dann sofort: 
a; = a cos a, y = bcosß, = ccosy; 

X n y ^ 

cos a = -, cosß = f-, cosy = -. 

Daher nach 3) § 1 die gesuchte Gleichung. 

2. Der erste Kreis liege in der xy-Ehene. Mittelpunkt 
Anfangspunkt, Q (xq, y^, 0) beliebiger Punkt auf ihm. P (x^ y^ z) 
ein Punkt auf dem senkrechten Kreise (parallel zur «/-s^-Ebene) 
um Q als Mittelpunkt. Dann ist: 

^0' + ^o' — ^' = 0; iy — yoY -{- z^ — r^ = 0, x = x^. 

Hieraus Xq^ y^ zu eliminiren. Es folgt: 

{y — Mr^ — x'^y -I- ;8i2 — r2 = 0; 
oder: («/« + ^2 _ ^2^2 _ 4^2 (^2 _ ^2) = 0. 

3. Es seien A (p, 0, 0), B (0, ^, 0), C (0, 0, r) die drei Schnitt- 
punkte der Ebene mit den Achsen. P{x,y,z) ihr Schwerpunkt. 

Dann nach 12a) § 2: x = §, y = 1? ^ = f- Setzt man 

O ö ö 
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ferner das aus A^ B, C und Po gebildete Tetraeder (5 a § 2) 
= 0, so folgt : x^qr -f- y^rjp -f- s^q — pqr = 0. Daher : 

die gesuchte Gleichung. 

4, Die beiden Dreiecke ABC und A^B^C^ mögen in der 
Ä^y-Ebene liegen. Es sei : A {x^^ y^^ 0), B {x^^ y^, 0), . C {x2, y^^ 0), 
A(^o,y'o»0), -Bi (^'i, 2/'i, 0), (7i (^'2, 2/'2, 0), P(x,y,z), Pi(^',y',0). 
Dann soll sein: 

{x — x^Y + (y — yof + ^' = (^' — ^'oY + (2/' — ^ 0)' 

{X — X^f -J^{y — y^YJ^z^ = (x^ - X\Y ^r iy' " ^1? 

(x—x^r^ + (t^—y^Y + z^ = (x*—x^,y + iy' — y',Y. 

Hieraus ist x\ y' zu eliminiren . um die Endgleichung für 
P{x,y,0) zu erhalten. Die Subtraction giebt zwei von ein- 
ander unabhängige Gleichungen, die sowohl in Bezug auf 
x', y' als auch auf x, y linear sind und nicht enthalten. 
Aus ihnen berechne man x', y* und setze in eine der drei 
Gleichungen ein. Die Endgleichung wird daher vom zweiten 
Grade. 

§5. 

1. Die Achse sei ^sr- Achse, der Mittelpunkt" liege in der 
ir^-Ebene, sein Abstand von = a. Dann ist die Gleichung 
des Meridianschnittes in der a;;e^-Ebene: 

{x — aY + ;sf2 — r2 = 0, 
daher die Gleichung der Fläche: 

(y^M-P — <^T + ^2 _ ^2 = 0, oder: 
{x^ ^y2j^^2^a^_ ^2)2 _ 4aa(Ä;2 + y^) = 0. 

2. Die Cosinus der Drehungsachse sind : y=^ y=, y=. Sie 

bildet auch mit einer beliebigen Kante, deren Richtungswinkel 
aßy sein mögen, einen Winkel, dessen Cosinus = t^. Daher 

nach 13) § 1 : cos a -\- cosß -{' cosy = 1. Nun ist cos a = 

Y / — u. s. w. Also nach Einsetzen und Fortschaffen 

Yx^ + y^ + 0^ 

der Wurzel: 

xy + yz + zx = 0. 
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3. Die Gleichung der Fläche lautet: 

(y2 + ^2 _ x^y — 4:y^{r* — x^) = 0. 
Man setze x = r cos % so lässt sich die Wurzel ziehen. 
Es folgt : 

y2 ^ ^2 — r^cos® 9? — 2yrsüiq) = 0, oder: 
(ij—r sin 9?)« + 0^ — r^ = O, 
Setzt man je^ = r • cos ^, so lässt sich noch einmal die 
Wurzel ziehen. Daher: 

X = r • cos q), y = r (sin 95 + sin ^), = r • cos xp. 

4. Durch Koordinatentransformation kann man stets er- 
reichen, dass q und fg verschwinden. Dann enthält die 
Gleichung nur noch x und y, giebt also einen Cylinder. 

§ 6. 
1. Es soll sein: 

a) {y—ay+{z+a)^={0-a)^+{x + a)^ = {x—ay + {y+ay. 

Diese Bedingungen werden offenbar erfüllt, wenn x=y = z^ 
d. h. für alle Punkte einer durch die Ecken B und H gehenden 
Körperdiagonale, nach beiden Seiten unbegrenzt verlängert. 

Diese ist aber wohl nur ein Theil des ganzen geometrischen 
Ortes? Um den anderen zu finden, bedarf es einer tieferen 
Untersuchung der Gleichungen a). Setzt man zunächst die 
beiden ersten Ausdrücke einander gleich, so folgt: 

y^ — ic^ = — 4,az + 2ax + 2ay. 

Der Cyclus {xyz) giebt noch zwei solche Gleichungen. 
Man kann sie folgendermassen schreiben und dann die Identität 
e) hinzufügen: 

\y) {x^y)(x — y)+ 2a {y—z) — 2a {z—x) = Q 

c) — 2a {x—y) J^(y-\-2)(y — z) + 2a {z—x) = 

d) + 2a {x—y) —2a {y—z) + (z+x){z—x) = 

e) {x—y) + ^—^) + (^— ^) = 0. 

Man sieht auch hier sofort, dass die Gleichungen erfüllt 
sind, wenn x = y = z. Wird aber diese Lösung verworfen, 
so kann man aus je drei der Gleichungen b), c,) d,) e) die 
Verhältnisse der drei Differenzen: 

x — y, y — z, z — X 

eliminiren. Aus b), c) und e) findet man z. B. ohne Mühe: 
f) (^ + y + 2a) (y + ^ — 2a) + löa^ = 0. 



270 Lösungen. 

Diese Gleichung f ) wird nun nicht mehr zur Identität für 
X = y = z. Stellt man sie, oder eine andere, dem Cyclus {xyz) 
entsprechende den Gleichungen a) zur Seite, so ist also die 
Körperdiagonale BK eliminirt und es bleibt der andere Theil 
des Ortes übrig. 

Viel vortheilhafter aber ist es, die Gleichungen b), c), d), e) 
zu einer Parameterdarstellung zu benutzen. Setzt man 
nämlich : 

X ~y 

und benutzt e), so folgt: 

{y — z) = X{x — y\ {z — x)= — {\ + X)(x — y). 
Dies giebt, in b), c), d) eingesetzt: 

a:+2/=-2a(l + 2A), y + ^ = 2a^^~ ;8r + ^ = -2a^^ 

und hieraus: 

, 2A8 + 5A«+3;i + 2 — 2A8 — a2+A + 2 

g) ^=-« X2+1 , y = ^ x^+i 

2J18 + 3P + 5A + 2 

Diese Parameterdarstellung gehört dem anderen Theil des 
gesuchten Ortes an. Er ist eine Eaumkurve dritter Ordnung 
(§ 22) und liegt auf einer Umdrehungsfläche zweiter Ordnung, 
deren Gleichung aus f) und den durch den Cyclus {xyz) ent- 
stehenden durch Addition entspringt. Sie ist: 

x'^ + y^-^z^ + 3xy + 3yz + Szx + SGa« = 
(vergl. Seite 47 und 48). Die Umdrehungsachse ist die 
Diagonale BH. 

Der Cyclus (xyz) zeigt übrigens an, dass die Kurve von 
jeder zu BH senkrechten Ebene in den Ecken eines gleich- 
seitigen Dreiecks geschnitten wird (Uebungs-Aufgabe 3) § 7). 
Dies folgt a priori aus dem Umstände, dass durch ein Drittel 
Umdrehung um BH die drei Kanten FG, CD und AE cyclisch 
ihre Lage wechseln. 

2. Man erhält bei passender Wahl des Koordinatensystems 
die beiden Gleichungen: 

a) x^-^-z^ — 2zR = 0, y^ + z'- — 2zr = 
also, wenn z zum Parameter gemacht wird: 

b) x = y2zR — z^y y = ^^zr — z\ ^ 
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Es giebt aber auch rationale Darstellungen, die freilich 
nicht so einfach auf der Hand liegen, da man wohl sofort 
eine Quadratwurzel aus einem Ausdrucke zweiten Grades 
rational machen kann (vergl. z. B. I, § 24), aber im all- 
gemeinen nicht zwei solche zugleich. Hier aber haben beide 

den Faktor ^z gemein und dieser Umstand ist zu benutzen. 
Aus b) folgt, dass auch: 

y 2r — z 
rational werden muss. Nach Einführung von u wird: 

M* — 1 U^ — 1 U^ 1 

Man sieht, dass nur noch ']l'lru^ — 2Ä rational zu machen 
ist. Dies geschieht dadurch, dass man die Wurzel als Produkt 
schreibt und das Verhältniss der Faktoren als neue Veränder- 
liche t ansieht. Also: 

Nach Einsetzen in c) und darauf in b): 



N 
4r . |E . ]/R—r • ^ (1 — t^) 8Er^^ 

y = ^ , ^ = N 

wo: 

N= R{1 + t^y — r(l — ^2)2. 

3. Es seien P^ (— a, yi, + a), P^ (+ a, — a, z^\ M(x, y, z) 

die drei Punkte. Dann ist zunächst: 

— a -\- a ^ Vi — <^ z^ + a 

^ = 2^~"^^' ^ = ^^ ' '^= 2 ' 

Da Pi und Pg in einer durch die Kante FG {y = a, 
z = — a) gehenden Ebene liegen, so muss sein : 

y^ — a — a — a 

a -\- a Z2 -{- a 

Daher : 

a; = 0, yz =^ — a*, 

d. h. die Kurve ist eine gleichseitige, in der y^s^-Ebehe liegende 

Hyperbel. 
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4L Da die Massenpnnkte sich gleichförmig und geradlinig 
bewegen sollen, so werden ihre Koordinaten ganze, lineare 
Funktionen der Zeit t, also: 

n. s. w. Mithin werden anch die Koordinaten des Schwer- 
punktes : 

^1 + Wj + IWg 

u. s. w. lineare Funktionen der Zeit; d. h. der Schwerpunkt 
bewegt sich auch geradlinig und gleichförmig. Offenbar gilt 
der Satz auch für beliebig viele Massenpunkte. 

§7. 

1. Die Gleichung der Ebene möge sein: 

ax '\-hy '\- cz -{- d = {^ 
und Hesse'sche Normalform haben. So entstehen die vier 
Gleichungen : 

a) a-|-6 — c + d!=0, 
^) _ 4a + 5& + 8c + d = + 1, 
y) + 3a 4- 46 + 2c + d = + 2, 
d) «2 + 62 4, c2 = 1. 

Jede Vorzeichenkombination auf der rechten Seite in ß) 
und y) giebt zwei Lösungen, also zwei Ebenen. Da aber die 
Gleichungen a), ß\ y\ d) richtig bleiben, wenn man alle Vor- 
zeichen von a, h, c, d und die Vorzeichen der rechten Seite 
in ß) und y) wechselt, so entstehen nur vier Ebenen {d soll 
nach § 7 übrigens negativ sein!). Drückt man aus a), ß\ y) 
a, b, e durch d aus, setzt in d) ein, löst die quadratische 
Gleichung für d auf, bestimmt dann vermittelst der eben ge- 
nannten Ausdrücke a, 6, c, so entstehen die Gleichungen der 
vier Ebenen. 

Sie sind: 



t(— 15 yn49 ± 610) X + (33 yi449 ± 501) y+1 
(— 23 yU49 ± 321) ;8r — (41 Vi449 ± 790) J 



1843 



= 0, 



[(— 15yi2l7 + 946) X + (33 Vm? + 499j y +1 
(— 23yi2l7 + 99) jer — (41 yi217 + 1346) J ^ 



= 0. 
1843 
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2. Es seien Po (ä?o ^o -2^0)? -PiC^i^i^A ^2 (^2^2 ^2) die drei 
Schnittpunkte der Ebene mit ?oj hj h- Das Verhältniss Wq : % : w^ 
gilt auch für die Projektionen der Dreiecke, z. B. auf die 
icy-Ebene gelten. Also: 

no : Wi : W2 = x^y^ — y^x^ : x^y^ — y^x^ : x^y^ — y^x^. 
Daher : 

a) ^0^0 + Wi^i + ^2^2 = 0, nQyo + n^y^ + n^y^ = 0, 

Wo^o + **i^i + ^f2 = 0. 

Nimmt man für die Darstellung der Punkte einer Geraden 
die Form 9) § 2, also: 

u. s. w., so entstehen nach Einsetzen in a) drei Gleichungen 
ersten Grades für //q, fH und /i2> aus denen diese eindeutig 
(im allgemeinen) zu bestimmen sind. Darauf berechne man 
aus ß) die XQy^z^ u. s. w. und lege durch Po, Pi, P2 die Ebene, 
welche dann die verlangte ist. 

3. Die Gleichung ist : x + y -{- z — (a + * + c) = 0. 
Die drei Punkte bilden ein gleichseitiges Dreieck, denn jede 

Seite ist ^{a — hy + (6 — cy + (c — af, 

§8. 

1. Soll eine Ebene durch die Schnittlinie von Eq und E^ 
gehen, so muss ihre Gleichung die Form haben: 

(4ir + 3y — 5;^ + 16) + A(— 3a; + 2i/ + 4;8r— 7) = 0. 
Soll sie femer auf E2 senkrecht stehen, so nach 2 a): 
(4 — 3A) . 1 + (3 + 2A) . 4 + (— 5 + 4;i) . — 2 = 0, 
oder: 26 — 3A = 0. 

Die Gleichung der Ebene ist daher: 
3(4^ + 3y — 5^ + 16) + 26 (—3^ -\-2y + 4.z — l) = 0. 
Ebenso folgen die Gleichungen der beiden anderen: 
— 26 (— 3^+ 2y + 4^— 7) — 26 (a: + 4^ - 2^ + 5) = 0, 
26(ir + 42/ — 2^+5) — 3 (4ic+ 3^/ — 5^ + 16) = 0. 
Die Addition giebt identisch = 0, also folgt aus zwei 
Gleichungen die dritte. 

3. Man ermittele zunächst zwischen den 5 linken Seiten 
Mo, % ... der Gleichungen die Identität 11): 

18 
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welche sich in die vier Gleichungen auflöst: 

4Ao — 3Ai + A2 + As — 2A4 = 0, 
3Ao + 2Ai + 4A,+ A3 + 5A,= 0, 
— 5Ao + 4^ — 2A^ + Is — ^h = 0, 
+ liSAo — 7Ai + 5^2 — 5A3 + 7^4 = 0. 
Hieraus (in kleinsten ganzen Zahlen): 
Xo = + 126, Ai = + 41, ;« = — 325, A3 = + 200, ;i4 = + 128. 
Dann ist die Gleichung einer der zehn Ebenen: 
XoUo + ^1% = 0, d. h. :" 381a; + 460y — 466;2f + 1729 = 0. 
(Denn sie geht zunächst durch die Gerade, in welcher Eq 
und El sich schneiden, andererseits kann ihre Gleichung nach 
der Identität in die Form X^u^ + ^u^ + i^w^ = gebracht 
werden, also geht sie auch durch den Durchschnittspunkt von 
E^, -Bg und E4). 

3. Wählt man irgend ein U und irgend ein F, so giebt 
es immer ein TT, welches mit ihnen zusammen eine Identität 
liefert, z. B.: 

a) Di+Fi-TFi = 0, Ui—r^-W, = 0, 

Solcher Identitäten kann man sechzehn bilden. Jede giebt 
eine der sechzehn Geraden. Die erste z.B. als Durchschnitts- 
gerade der drei Ebenen: 

ß) üi = 0, F, = 0, Tri = o 

und die zweite als Durchschnittsgerade der drei Ebenen: 

y) üi = 0, F, = 0, TFa = 0. 

Die beiden Geraden schneiden sich in einem Punkte P, da 
sie in ein und derselben Ebene C/i = liegen. Durch den 
Punkt P gehen aber ausserdem noch zwei, im ganzen also 
vier Gerade. Denn aus ß) und y) folgt unter Zuhilfenahme 
der Identität a) (oder auch der Definitionen der F und W 
durch die U) auch noch U2 = 0, und damit auch: 

d) Ü2 = 0, F, = 0, TTi = 0, 

e) U, = 0, Fi = 0, W^ = 0, 
d. h. wieder zwei Gerade. 

Solcher Punkte P sind zwölf vorhanden. Denn in jeder 
Ebene U=0 liegen sechs von ihnen, und umgekehrt gehen 
durch jeden Punkt zwei dieser Ebenen. 

Auch die zwölf Punkte P zerfallen in drei Gruppen zu je 
vieren ; derart, dass die Verbindungslinie irgend eines Punktes 



< 
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der ersten Gruppe mit irgend einem Pankt der zweiten 
Gruppe eine der sechzehn Geraden sein muss und durch einen 
Punkt der dritten Gruppe geht. Der eben genannte Punkt: 

P: (ü, = 0, Ü2 = 0, Fl = a, Fa = 0, IFi = 0, W^ = 0) 
und der Punkt: 

P':(üi = 0, C73 = 0, Fl =0, Fs = 0, TFi = 0, 17» = 0) 
gehören zu verschiedenen Gruppen. Sie liegen auf der Ge- 

raden : 

üi = 0, Fi=0, T7i = 

und auf derselben Geraden liegt auch der zur dritten Gruppe 
gehörende Punkt: 

P":(?7i=0, Ü4 = 0, Fi = 0, F4 = 0, TFi = 0, W^ = ^\ 
Die am Schluss der Aufgabe angegebene Identität ist 
durch Einsetzen der F und W aus ihren Definitionen nach 
einigen Umformungen nicht allzuschwer als richtig zu er- 
kennen. Sie zeigt noch einmal, dass jede Ebene 0"= und 
jede Ebene F = mit einer Ebene TF = sich in einer 
Geraden schneiden müssen. 

Setzt man im besonderen: 

so fallen die vier Ebenen ü=0 mit den drei Koordinaten- 
ebenen und der unendlich fernen Ebene (ü^ =: 0) zusammen, 
während die Ebenen F= 0, TF = 0, wie man sofort erkennt, 
von den Achsen absolut genommen dieselben Stücke a ab- 
schneiden, also die acht unendlich erweiterten Flächen eines 
regulären Oktaeders bilden. Von den 16 Geraden sind 12 die 
• Kanten des Oktaeders, 4 liegen unendlich fern (Durchschnitts- 
linien paralleller Grenzflächen). Von den 12 Punkten sind 
6 die Ecken des Oktaeders, die 6 übrigen unendUch fern. 

Wann wird die Konfiguration ein Würfel? Die 12 Ebenen 
sind die Flächen und Diagonalebenen, die 12 Punkte sind die 
Ecken, der Mittelpunkt und die drei unendlich fernen Punkte 
der Kanten, die 16 Gerade sind die 12 Kanten und die 
4 Körperdiagonalen. 

§9. 

1. l soll durch P gehen und l^ und 4 schneiden, also 
nach 1), 10a) und 2a) die fünf Gleichungen: 

18* 
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2 = a + b, — 3 = c + rf, e + a + 5fe — 3c + 2d — 17 = 0^ 

e + 7a + 6 + 3c + |d— ^ = 0, e = bc — ad. 

Aus den beiden ersten folgt : 6 = 2 — a^ d = — 3 — c^ 
also : c := (2 — a)c — a (— 3 — c) = 3a + 2c 

und nach Einsetzen in die dritte und vierte Gleichung: 

— a — 3c— 13 = 0, 9a + |c = 0. Daher: 

a = + 2,6, fe = — 0,6, c = — 5,2, d = + 2,2, c = — 2,6 
und die beiden Gleichungen von l werden: 

T)y= 2fix — 0,6, a = — 5,2a; + 2,2. 
Die beiden Schnittpunkte mit li und I2 werden: 

P, (+ 6, + 15, -29), P, (-|, -^^-, +^). 

2. Es seien «o» *o? ^o? ^0 die Koordinaten von l vor der 
Drehung und P© (a^o> 2^o> ^0) irgend ein Punkt auf ihr. Also: 
^Q =: a^Xo + fco» ^0 = ^0^0 + ö^o- Nach der Drehung möge P^^ 
in die Lage P(x,y,0) gekommen sein. So nach 3a) § 3: 

Xq = X, yo = ycosq? — ^sin^p, Zq = ^sin^ + ;8fcos9? 
und durch Umkehrung: 

y = y^CGSq) + Zo^Uiq? = («o COS 99 + CQSia(p)x + 

(60 cos 9? + dosin^?), 
z = — yo^^(p + ^oCOS9? = (— aoSin9? + c^^cos (p)x + 

( — 60 sin 9? + c^o^os 9^)> 
also nach der Drehung: 

a = aoCOS^? -j- CoSin % b = 60 cos 9? + doSin9?, 
c = — aoSin95 + C0COS9P, ^ = — 6© sin 9? + d© cos 9? 

und: 

e = ic — ad = JqCo — a^dQ = Cq, 

d. h. die fünfte Koordinate e hat sich nicht geändert (vergL 
10 a) § 10, X und L bleiben dieselben). 

3. Die drei Schnittpunkte sind: 

^(0, +6, +4 b[-\, 0, -'-), C(-^, +1, 0). 

Die Bedingung, dass A Mitte von B und (7 sein soU^ 
kann also nach 8 a) § 2 in den drei verschiedenen Formen 
geschrieben werden: 

= -*- — -, 2& = + -, 2d=-- + 0. 
a c ' c' a 



Lösungen. 277 

Sie gehen nach Einführung von 6 = 6c — ad in dieselbe 

Formel über: 

= ad -j- bc. 

4. Bezeichnet man y — ax — b mit U und ^ — ex — d 
mit V, so sind die Gleichungen der vier Ebenen: 

c ^ d 

Sie werden harmonisch (I, § 10, Seite 126), wenn 

= ad + 6c. 

(Also merkwürdiger Weise dieselbe Bedingung wie in 3). 
Dies ist ein besonderer Fall des allgemeinen Satzes: Das 
Doppelverhältniss zwischen den Schnittpunkten irgend einer 
Oeraden l mit den vier Flächen eines Tetraeders ist = dem 
entsprechenden Doppelverhältniss zwischen den vier Ebenen 
durch Z und die Ecken des Tetraeders. 

§ 10- 

1. Eine Gerade l ist zur a;-Achse rechtsgängig, wenn X 
nnd L dasselbe Vorzeichen haben, linksgängig, wenn entgegen- 
gesetzte. Oder auch, je nachdem XL positiv oder negativ. 
Desgleichen bestimmen die Vorzeichen von YM und ZN die 
Links- oder ßechtsgängigkeit von l in Bezug auf die y- und 
^- Achse. Da nun XL -f- YM + ZN =: 0, so können nicht alle 
drei Ausdrücke dasselbe Vorzeichen haben; also kann auch 
keine Gerade zu allen drei Achsen rechtsgängig, oder zu allen 
-drei Achsen linksgängig sein. 

2. Wenn * l den Würfel schneiden soll, so müssen dies 
auch alle durch l gehenden Ebenen thun und umgekehrt. 
Man betrachte also zunächst die drei Ebenen 9): 

a) yZ—0Y—L = O, 0X — xZ—M=O, xY-yX-N=0. 
Für Punkte innerhalb des Würfels ist | a? | << a, | y K a, 
^1 <;a und umgekehrt. 

Es folgt: 

ß) |L|<a|r| + a|Z|, \M\<a\Z\ + a\X\, 

\N\<a\X\+a\Y\. 
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Diese Ungleichungen sind daher nothwendig. Dass sie 
aber auch ausreichen, lässt sich folgendermassen beweisen: 
Man betrachte eine beliebige durch l gehende Ebene: 

oder : 

x{'^kZ)'\'yZ-\-ei—Y+kX) — (L + XM) = 0. 
Soll diese Ebene auch den Würfel schneiden, so muss sein: 
y) a|A^| + a|Z| + a| — r+AX|-|L + AM|>0. 
Diese Ungleichung besteht für alle Werthe von ;i = -|-oo 
bis X = — oo, wenn die drei Ungleichungen ß) richtig sind. 
Denn bezeichnet man die linke Seite mit q) (X), indem man sie 
als Fanktion von X betrachtet, so ist sofort ersichtlich, davss 
(p (X) aus mehreren, aneinander stossenden linearen Funktionen 
besteht. Denn | XZ \ ist entweder = XZ oder = — XZ; 
1 — r+ AZ I entweder —Y+XX oder Y— XX; \L + XM\ 
entweder L + XM oder — {L-\- XM). Die Grenzen, wo die 
Funktionen aneinander stossen sind also: 

;i — X — — X — — — 

Nun ist: 

<p(0) = a\Z\ + a\Y\ — \L\->0 



YM 



<p{^)=a 



(erste der Ungleichungen ß), 
TZ 



+ « l-^l — 



L-\- 



oder nach der Identität: XL+YM^ZN=0 



<P (x) => 



YZ 
X 



+ alZ\ — 



ZN 
X 



II 

d. h.: ^{-x)^^ (dritte der Ungleichungen ß), 

Für X = — -jTf ist q) (X) sicherlich positiv, da das einzige 
negative Glied verschwindet 



Nun ist noch: 

X=+ oo 

ipiX) 
X = — oo 



>0 



>o 



(zweite der Ungleichungen ß). 
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Es seien A und B irgend zwei der ftlnf Werthe: 

+ 00, 0, ^, --^, -ex, 

und zwar zwei solche, dass zwischen ihnen kein anderer 
dieser Werthe liegt. Dann bezeichnet 9? (X\ wie gezeigt, 
zwischen A = -4 und 1 = B eine lineare Funktion von A, die 
an diesen Grenzen positiv, mithin auch in diesem ganzen 
Intervall positiv ist. Folglich ist (p{)) für alle Werthe von 
X zwischen -f- 00 und — 00 positiv, d. h. alle durch l gelegten 
Ebenen schneiden, d. h. l schneidet den Würfel. 

Die Bedingungen ß) sind also nothwendig und aus- 
reichend. 

3. Es sei P(x,y,/2) irgend ein Punkt im Kaume und 
-Pi(^i>^ij^i) derselbe Punkt nach der Schraubenbewegung. 
Dann ist: 

Xi=x-\-h, yi = «/cosa — ^s^sina, ;eri = ysina-f-^cosa. 

Also, wenn ein willkürlicher Faktor A eingeführt wird, 
nach 1), 3) und 4) § 10 die Koordinaten der Verbindungs- 
linie PP^: 

X=Xh, Z=A(— «/(l — cosa) — ;8fsina), 
Z= X{ysma — 0(1 — cos a)), 
L = X(7/^ + 0^)sma, M=zX — xZ, N=xY—yY. 
Hieraus sind x, y, z und l zu eliminiren. 
Es giebt also zwei Endgleichungen. Die eine ist die 
Identität XL + YM -|- ZW = 0. Die andere folgt aus der 
Zusammenstellung : 

X = AÄ, r« + Z2 = 2A2 (^« + ^2) (1 _ cos a), 

also die gesuchte Gleichung des Komplexes: 

iX — i(r2 + Z2) = 0, woi = |cotg|. 

Nun ist nach 13) und 14) (da für die or-Achse alle Koordi- 
naten ausser X = sind) : 

"'^Ftm^^' '"'"'^^I^XH^^TZ^' *^^ = — X — 

also zuletzt: 

J = * • tg9?. (Siehe 2) § 11, wo J • tg 9? = Tz\ 



280 Lösungen. 

§11. 

1. Die beiden Ausdrücke: 

U = X^i, + Y^M, + Z^N, + X^Li + Y,Mi + Z,N^, 

r = X,X, + Y,Y, + Z^Z, 
Ji.ndern sich, wie aus 16) und 16 a) § 10 sich erweisen lässt, 
durch keine Eoordinatentransformation. Dasselbe folgt auch 
aus 13) und 14), aus denen sich ferner nach Uebergang von 
cos 9? ZVL tgq) ergiebt: 

Macht man durch eine Koordinatentransformation l^ zur 
a:-Achse {L^ = Jf, = ^^ = Fi = Z^ = 0) so wird daher : 



^ • tg 9^ = ^ = ^-. 



^2 



Mithin sind l^ und l^ zu einander rechtsgängig, wenn U 
und V gleiche Vorzeichen haben (vergl. 15) § 9 und Uebungs- 

aufgabe 1) § 10). 

U 
Die Constante des Komplexes ist : h = -y, 

2. Man lege irgend ein Nullsystem zu Grunde und bilde 
irgend ein Tetraeder T in demselben ab. Dann entsprechen 
seinen vier Ecken vier Ebenen und seinen vier Flächen die 
vier Durchschnittspunkte dieser Ebenen. D. h. dem Tetraeder T 
entspricht ein anderes T', Nun liegt im Nullsystem jeder 
Punkt auf der entsprechenden Ebene, also sind T und T* 
einander zugleich ein- und umschrieben. 

Es seien AB CD und A^B-^C^B^ die beiden gleich grossen 
regulären Tetraeder T und T^. Der Umlaufssinn B — C — B 
(aussen) sei = J5^ — Ci — B^ (aussen). Man lege die Tetraeder 
so, dass A^ in die Mitte M des Dreiecks BGB und A in die 
Mitte -Ml des Dreiecks B^C^B^ falle und drehe nun noch das 
Tetraeder A^B^C^B^ um seine Höhe A^A, bis die Fläche 
-^iJ^iQ (in der Erweiterung) durch B geht. [Dies ist auf 
zwei Weisen möglich, da nach einer weiteren halben Um- 
drehung diese Bedingung wieder erfüllt ist]. Dann geht^ der 
Symmetrie entsprechend, auch die Fläche AiC^B^ durch B 
und A^B^B^ durch C. Also gehen die Ebenen von T^ durch 
die Ecken von T. 
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Ferner sind B^Ci und A^D als Schnittlinien der Ebene 
A^B^C^ mit den beiden Parallelebenen B^C^Di und BCD ein- 
ander parallel. Da A^B JL J5(7, so auch BC JL B^Ci. Also 
auch J5(7 II -4Di, d. h. die Ebene ABC geht durch Di, folglich 
auch ACD durch JBi, J.DJ5 durch C^, D. h. die Ebenen von 
T gehen durch die Ecken von T^. 

T und T^ sind also thatsächlich einander zugleich ein- und 
umbeschrieben. Die Achse des zugehörigen Nullsystems ist 
offenbar AA^. Bezeichnet man mit a die Länge der Kanten, 
so findet man den Abstand A des Punktes B (oder 0, 2), 

B^y Oi, Dl) = - yä Ferner wird der Neigungswinkel (p der 

Ebene -^iCiDi gegen die Achse durch die Formel bestimmt: 

1 1 

sin 99 = ^, tg 9? = + — 1^. Also nach 2) § 11 die Constante 

des Komplexes: 

3. Die beiden Punkte seien : Pi (a, 0, 0), Pg ( — a, 0, 0). 
Die beiden Ebenen durch l und P^ und durch l und P^ sind: 

E^:xL-]-y(, aZ -{- M) + z{—aY + N) — aL = 
E^ixL-^-y l—aZ-^ -M") + ^ ( aT+ N) + aL = 0, 
sie stehen senkrecht aufeinander, wenn: 

i2 _^ J[f 2 _^ JV2 _ 0^2 ( Y2 _^ ^2) = 

und dies ist die gesuchte Komplexgleichung. 

§12. 

1. Es seien P{xyz) und PiC^i^i^i) irgend zwei Punkte 
der Kurve, also: 

/y*2 /fO /y 2 /y> 8 

Die Koordinaten ihrer Verbindungslinie werden nach 1) 
und 4) § 10, wenn der gemeinsame Faktor x-^ — x fortgelassen 
und an seine Stelle ein beliebiger anderer Faktor h gesetzt 
wird: 



a ' a^ 



ß) L = Jc^, M=^k ^^1(^ + ^1) ^ N=j, 



XXt 



a^ ' a^ ' a 
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Aus a) und ß) sind k, x, x^ zu eliminiren. Man erhält 
ohne Mühe folgende Endgleichungen: 

y) XL + YM + ZN=(}, 
6) MX+ NY=0, 

e) XLa — N^ = 0, 

f ) ZXa —Y^a + NX = 0. 

y) ist nichts anderes als die Identität 2) § 12. Die 
drei anderen aber, d), e), f) sind wirkliche Komplex- 
gleichungen, die von allen Sekanten der Eaumkurve erfüllt 
werden müssen. Sie sind aber nich.t von einander unabhängig, 
denn zwischen den linken Seiten ü, V, W, R der Gleichungen 
7% ^)* «)? f) finden die Beziehungen statt: 
{aU- Tr)X- arY—NR = 0, 
{aU—W)Y— V(aZ + J^ + JfB = 0. 

Setzt man also F = 0, jR = 0, so folgt entweder X = 
und Y= oder all— W = 0, d. h. W= 0. Aber X= 0, 
r=0 giebt entweder N=0, d. h. auch U= F= W=R=Q, 
oder Z=0, d. h. eine unendlich ferne Linie. Mithin ist die 
Gleichung W= 0, hiervon abgesehen, eine Folge von F= 0, 
JR = 0, d. h. aus e) und f) folgt S), 

Eliminirt man aus den drei Gleichungen a) nur h und x^^ 
aber nicht x. so folgt: 

a\ZX — Y^) + axXY — x^X^ = 0. 

Ist X, d. h. ist der eine Punkt P gegeben, so stellt diese 
Gleichung eine Bedingung für die Richtung der Sekante dar, 
da X : F : Z = cos a : cos ^ : cos y. Sie ist vom zweiten Grade. 
Also wird die Kurve von jedem ihrer Punkte durch einen 
Kegel zweiten Grades projicirt (vergl. § 22, Raumkurven 
dritter Ordnung). 

2. Um zu den Tangenten überzugehen, setzt man in a) 
und ß): Xi = X. Es folgt: 

ß') L=k% M= — 2k% N=k—. 

Hieraus ausser der Identität XL + YM + ZN = noch 
die drei von einander unabhängigen Gleichungen: 
1) 3N— aZ= ; 2) 4XZ— SF« = 0; 3) 4LX + MY= 0. 
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S. Um die Gleichung der Tangentenfläche zu erhalten, 
verfahre man nach der Vorschrift, dass aus 7) und 9) § 12 
die Koordinaten der Tangente eliminirt werden. Man tilge 
also zu 1), 2), 3) noch: 

4t) Zt/—Y0 = L; h) Xz-'Zx = M', 6)Yx — Xy = N, 
Dajher: 

7) —SXy + 3Yx — aZ=0; 8) 4:XZ—8Y^==-0', 
9) - YZx + 4:ZXy - SXY0 = O. 
Nun ist noch X: Y: Z zu eliminiren. Man bemerke, dass 
nach Einsetzen von 8) in 9) der Faktor Y, der im allgemeinen 
nicht verschwindet, fortgeschafft werden kann. Es folgt: 

10) — SXj! + 8Yy — Zx = 0. 
Aus 7) und 10): 
X : Y : Z = — x^ -\- ay : — xy -}- a0 : S(— y^ + x^), 
und nach Einsetzen in 8): 

11) 4 {x^ — ay) {y^ — x^) — {xy — azf = 0. 
Dies ist die gesuchte Gleichung der Tangentenfläche. Sie 
ist von der vierten Ordnung. 

Eine andere und hier bequemere Ableitung von 11) wäre 
folgende gewesen: 

Man bezeichne das x des Berührungspunktes mit f, so 
dass nach a')\ 

X = h, Y=2k^, Z=Sk^. 

Dann ist nach 1) § 10, wenn F(xyz) ein beliebiger Punkt 
der Tangente : x^= ^-^X^ y = yi -[- Y, z = l: + Z, also, 



2 



a ' a 

Eliminirt man nun f und )fc, so folgt wieder 11). 12) ist 
eine angemessene Parameterdarstellung der Tangentenfläche. 

4. Man lege zunächst durch 3 beliebige Punkte der 
Kurve mit den Abscissen x^^ x^, Xg eine Ebene mit den 
Koordinaten u, v, w, so dass: 

ux, + v^+w"^ + 1 = 0, ux^ + v'^^w'^ + 1 = 0, 



uxo + v-^ + w-~- + 1 = 0. 
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Ist umgekehrt E{u,v,w) gegeben, so sind Xi, x^^ x^ 
Wurzeln der kubischen Gleichung: 

ux + V h w—^ + 1 = 0, oder: 

x^ 4- ic2 1- X 1 = 0, also: 

= — (^1 + ^2 + ^sjj -::r = ^i^« + ^2^3 + ^8^1? 






«2 



W 

Für eine Schmiegungsebene fallen die drei Schnittpunkte 
zusanunen, also Xi= X2 = Xq=x und : 

'''' =-3x,— = 3x^, ^ = — a;8, folglich: 



w= ^, u= , V = -4 ^, oder auch: 



W W ' w 

«2 3 , 3a 

rc^' X ^ X 

u = — — v = -\-— w = — — 

X ^ y ' ^ 



oder auch, da y = — , = — ^: 
' ^ a a* 

10X % ^ Sx a 

u, V, w erscheinen nach 13) als lineare Funktionen ersten 
Grades von xyz (mit demselben Nenner). Da die Gleichung 
ux + vy -{- WZ + 1 = identisch erfüllt wird, so stellt 13) 
ein Nullsystem vor. (Vergl. 3) und 4) § 11). Ein Gleiches 
gilt für die Zuordnung von Punkten und Schmiegungsebenen 
bei allen Raumkurven dritter Ordnung. 



§13. 

1. Da man nach § 8 Seite 88 jeden Ausdruck ersten 
Grades, also auch x, y, z (und auch jede Constante) als lineare 
Funktion von irgend vier von einander unabhängigen ge- 
gebenen Ausdrücken ersten Grades darstellen kann, so kann 
jede Gleichung zweiten Grades F{x,yjZ) = auch als homo- 
gene Gleichung zweiten Grades von U^, U2, U^ CT^ geschrieben 
werden. Sie soll identisch erfüllt werden, wenn U^ = 0, 
Ü2 = 0, also darf sie kein von üi und ü^ freies Glied haben, 
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d. h. die Koefflcienten von Cg*, ügZJ^ und U^^ müssen = 
sein. Ebenso müssen die Koefflcienten von üx^, UiU^ und 
U2^ verschwinden. Also hat die Gleichung die Form: 
aU^Us + hüiU^ + cU^Us 4- dU^U^ = 0. 

3. Man suche die Gleichungen : Di = 0, Cg = 0, U^ = 0, 
,üs = der vier Ebenen: PoPA P1P2P8, P^PsPo, P3P0P1. 
Es wird: 

Ui=x + y — ^, U2 = x-i'y + — 2a, U^ = — x-\--y + 0, 

U^ = x — y + z, 
Also die Gleichung der Fläche nach 2): 
{x -\- y + z—2a){x — y + z) + h{x + y — z){— X + y -\'Z) = 0, 

Sie soll durch den Schwerpunkt [ir= ^= ;2? = ^j gehen. 

Durch Einsetzen daher: A = + 1 und nach einigen Keduktionen: 

(Gleichseitiges, hyperbolisches Paraboloid). Schwerpunkt 

zum Anfangspunkt gemacht, so x^z^ -{^ -y^ = Q, Dann noch 

um ^1 -Achse Drehung von 45^, so: X2^ — ^2* + «^a = 0, 
9) § 14). 

(Beweis wie in Uebungsaufgabe 1). 

§14. 

1, Nach 20), da a^ = «22 = %3 = wird : 

ab bc ca -1 X. o 1.9 q ix i 

— = — = - , daher: a^ = b^ = c\ a= -^ b = + c, 
c a b^ 7 — — 7 

d. h. Flächen, deren Gleichungen die Form haben: 

+ xy + yz + 0x-\- dx -}- cy -\^ f == 
sind Umdrehungsflächen. (Vergl. Aufgabe c) § 4). 

2. Wählt man das Koordinatensystem und die Bezeichungen 
so, wie in Aufgabe b) § 4, so werden die Gleichungen 

von ^ : z — ^=0, icsin q? + ^cos 93 = 0, 
von ?2 : z -^ A =0, xBin 9? — y cos 99 = 0. 
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Daher nach Uebungsaufgabe 1) § 13) die Grleichang einer 
Fläche zweiter Ordnung durch l^^ und Zg: 

a) a{z^ — A'^)'\-h (a;*sin* q) — y^QO%^ q?) + o(z -j- A) (x sin <p + 

y cos 9?) -|- d{0 — A) (xsm (p — y cos 93) = 0, 
also: 

Oll = h sin* 93, Oga = — 6 cos* 99, 033 = a. 

c — d c4-d . ^ 

Die Fläche soll eine Umdrehungsfläche sein. Da a^j = 0, 
so tritt der Seite 158 erwähnte Ausnahmefall ein und es muss 
entweder auch ags = oder auch «31 = sein. Es sei : 

«28 = 

so c == d und 20a) giebt: 

(oii — «22) («83 — «22) — «31^ = 0, d. h.: 

1/ I 1. fi N 9 • « A c* sin« 99 — 62 008^97 
6(a + 6cos*93) — e^sin}(p = 0\ a = ^— r —> 

Nach Einsetzen in a) und Multipliciren mit b: 

ß) (c^sm^(p — b^co^'^<p)(js^—A^)+b^{x^sm^(p—y^eos^(p) + 

2bc(xz9iii cp-\-yA cos 9?) = 0, 
also jetzt: 

an = ft^sin^ 9?, a22 = — 6^cos* 99, «33 = c^sin^ 9? — ft^cos^ 97 

«23 = 0, agi = icsin 9?, «12 = 0. 

Daher nach 18) oder 18 a), wenn dort statt a, 6, c (die hier 
schon gebraucht sind) A, B, C gesetzt werden zunächst: B = 
und dann: 

bHixi^(p = X + kÄ% —b^cos^(p = k, c^sixi^q) — b^co8^<p = 

l-hkG\ bc^in<p = kAC, 
hieraus : 

A = — fe«cos«9?, lcÄ^ = b% W^=c^Hia^<pj kÄC=bcsm(p. 

Setzt man A = l, so hiemach Ä = b, C=csmq) (oder auch 

Ä = — 6, C= — csin9?). 

Die Gleichung der Fläche wird mithin nach 17): 

y) — ft^cos« (p {x^ + y^ + 0^) + (bx + c^sin y)«+ 
2bcyA cos 9? — (c*sin* q? — fe^cos^ q))A^=:0, 
oder, wenn statt c gesetzt wird c^b und man durch 6- 
dividirt: 

d) — 008*9? x^ + ly — j + z^\ + {x + czsin (pY + 

(1 + C2)^*C08*9? = 0. 
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Der Mittelpunkt dieser durch ^ und l^ gehenden üm- 

drehungsfläche ist Jf (0, , Oj. Die Richtungscosinus 

der Achse sind: 

cosa : cos j8 : cosy = -4 : JB : C = 1 : : csiiiq). 

Die Achse schneidet daher die y-Achse und steht auf ihr 
senkrecht. Es sei f, rj, C ein beliebiger Punkt der Achse, so 



folglich : 



1:0: csincp = f : w : Ci 

^ ' cos 99 ' 

f] = , f = f csin w. 

' cos 9?' ^ 



Daher nach Elimination von c: 
. . ^Yj sin 9? cos 95 

Dies also ist die Gleichung für die Fläche aller Um- 
drehungsachsen (gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid). 
Sie ist dieselbe, wie in Aufgabe b) § 4 (selbstverständlich 
hat jeder Punkt einer Achse von l^ und l^ gleichen Abstand!). 

Setzt man in S) als besonderen Fall: c = 0, so folgt: 

— cosVC^^ + y^ + ^^) + ^^ + ^^cos^^? = 0. 
Der Mittelpunkt wird M (0, 0, 0) und die Umdrehungsachse 
fällt mit der :r-Achse zusammen. Der Eehlkreis hat den 
kürzesten Abstand AA^ (Fig. 8) zum Durchmesser, l^ und l^ 
vertauschen ihre Lage! (Vergl. Seite 99). 

Macht man endlich d^i noch übrig bleibenden Ansatz 
«18 = 0, so wird c = — d. Statt der Gleichung 6) erhält 
man: 

(l + c2)^2sin«9? = 0. 

Die Umdrehungsachse schneidet die a;-Achse senkrecht. 
Der geometrische Ort der Achsen ist aber dasselbe gleich- 
seitige hyperbolische Paraboloid e). Doch die Achsen selbst 
bilden die andere Schaar der Erzeugenden (§ 12). Durch die 
Drehung wird stets ein und dieselbe Richtung von l^ in ein 
und dieselbe Richtung von l^ übergeführt, wenn c = eZ und in 
die zu letzterer entgegengesetzte Richtung, wenn c = — d. 
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Ist Übrigens A = 0, so schneiden sich l^ und l^- Die Flächen 
d) und d') werden zu Kreiskegeln und das Paraboloid e) artet 
in zwei Ebenen aus, nämlich die beiden Ebenen durch das im 
Schnittpunkt von Zi und l^ errichtete Lot und durch je eine 
der beiden Winkelhalbirenden. (Selbstverständlich!) 

§ 15. 

1. Gemeint ist selbstverständlich eine orthogonale Sub- 
stitution. Es soll nach Ausfuhrung derselben werden: 
a'ii = a'22 = «38 = 0. Also auch 5' = a '^ + a'22 + «'ss = 0. 
Nun ist s' eine Invariante, folglich ist die gesuchte Be- 
dingung : 

S == »11 + »22 + «88 =^ 0. 

Ist diese erfüllt, so mache man den Ansatz a'n = 0, 
a'22 = 0, der sofort auch die Gleichung «33 = nach sich 
zieht. Es bleiben daher nur zwei Bedingungen und die Ent- 
fernung der rein quadratischen Glieder wird auf unendlich 
viele Weisen möglich. 

Der Asymptotenkegel erhält nach der Transformation die 
Gleichung : 

axy + ^y^ + ^^^ = 0. 

Er geht mithin durch die x-, die y-, die jer- Achse, d. h. er 
hat drei aufeinander senkrechte Kanten. Aus der Unter- 
suchung geht hervor, dass er dann aus unzählig vielen solchen 
Tripeln zu einander senkrechter Kanten gebildet wird. 

2. Es soll sein: 

t = («iiaag — «12^) + («28«83 — «23^) + («33«11 «12^) = 0. 

Da t unveränderlich ist, so hat das Nullsetzen zweier 
Klammerausdrücke auch das Null werden des dritten zur Folge. 
D. h. es ist auf unendlich viele Weisen möglich, durch 
Koordinatentransformation die drei Bedingungen zu erfüllen: 

«11 «22 «12 ^^^^ vj «22«33 «23 ^^^^^ ^? «83^11 ^2 ^^^^ ^• 

Setzt man, nachdem dies geschehen, in die Gleichung des 
Asymptotenkegels : 

»11^^ + «22^^ + «83^^ + 2«282/^ + 2asi0X + 2ai2^y = 
j3 = 0, so folgt die Gleichung : 

«iiä;« + a^2y^ + 2«i2Ä?y = 0, 
welche nun zwei einander gleiche Werthe für y : x liefert. 
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D. h. die a^^^-Ebene berührt den Kegel. Dasselbe gilt von der 
y^-Ebene und der -sr^c-Ebene. Dem Asymptotenkegel können 
also drei aufeinander senkrechte Ebenen umschrieben werden 
und zwar auf unendlich viele Arten. 

SO folgt: 



Nun ist: 



«44 = -y, ^1^2 ^3 = -^j daher: 

V = -^Tf 



3 J 



2 



§ 16. 

1. Zunächst muss A = Q sein, da die Fläche ein Para- 
boloid ist. In der Normalform lautet ihre Gleichung nach 9) 
§ 14, da ^ = 3' : 

Also: »11 = — 2^> «22 = + 2^, «88 = 0, mithin auch : 

«11 + «22 + «88 == ^ = 0. 

Folglich sind die beiden Bedingungen: 

^ = 0, s = 0. 

8. Nennt man das constante Verhältniss = h und benutzt 
dieselben Bezeichnungen wie in Aufgabe b) § 4, nur dass die 
dortige Grösse A um Verwechslungen zu vermeiden, jetzt d 
genannt wird, so erhält die Gleichung der Fläche die Gestalt: 

a) [{z — d)2 + (a;sin99 + y cos 93)*] 

— A2 [(^ 4. df + \xmi(p — yco^(pY\ = 0. 

Also, nach Einführung eines willkürlichen Faktors /*: 

b) «11 = fju sin^ 93 (1 — *2), «22 = A^ cos^ 9? (1 — h^\ 

«38 = /* (1 — A^, «28 = «81 = 0. 

Oij = /i sin 9? cos 9? (1 + ^*)) «i* = «24 == 0, 
034 = — /^d (1 + h% a^ = jLLcP (1 — A2). 

19 
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Man findet hieraus : 

c) s = 2/i (1 — Ä«), t = fjL^ [(1 — h'^Y — 4*2sin2 cp cos^ (p\ 
A = — 4/^8 sin2 (p cos2 <p(l — k^) h\ 

Die Berechnung der Determinante vierten Grades B ver- 
einfacht sich hier, da o^g = «si = «u = «24 = 0, sehr erheb- 
lich; sie verwandelt sich in das Produkt zweier Determinanten 
zweiten Grades. 

d) D= (a^^aag — a^^^) (aggöi^ — «84^) = + 16/i*Ä*df*sin29? C029?. 

Nach den Ejiterien des § 15 ist die Fläche im allgemeinen 
ein einschaliges Hyperboloid, da D positiv ist und s und A 
ungleiche Vorzeichen haben. Wenn d = 0, d. h. wenn die 
beiden Geraden l und l^ sich schneiden, so D = 0, d. h. die 
Fläche ist ein Kegel. Wenn ä; = 1, d. h. wenn die Abstände 
einander gleich sein sollen, so s = 0, J = 0, d. h. die Fläche 
ist ein hyperbolisches Paraboloid. Wenn 99 = 0, oder 9? = 90^, 
d. h. wenn l und li parallel sind, so D = 0, zl = 0. Die 
Fläche wird zum Cylinder*) und zwar zu einem Kreiscylinder, 
da die kubische Gleichung für A in diesem Falle wird: 

und die drei Wurzeln hat: 

i^ = ^2 = /i(l — h^\ A3 = 0. 

Setzt man aber endlich A = oder auch A = 00 [ ^ = -^ j, 

so D = 0, zl = 0, aber auch alle anderen Unterdeterminanten 
= 0. Die Fläche zerfällt in zwei imaginäre Ebenen, die sich 
in der Geraden ?, resp. \ schneiden. Sie wird zum unendlich 
dünnen Cylinder. 

Von diesen Grenzfallen werde abgesehen. Die drei 
Gleichungen 2) § 15 für den Mittelpunkt werden hier: 
sin2^(l — h^)a + sin^^cos^ (1 +ä;2)^ = 0, 
sin 9> cos 9? (1 + Ä2) a + cos^y? (l — Ä;«)^ = 0, 
(1— Ä;«)y — öf(l + Ä;2) = 0. 
Der Mittelpunkt ist also: 

(0,0, 



Jlf(0,0,d^*' 



— k^ 

*) Auch unmittelbar für sin qo = oder cos gp = aus der Gleichung 
a) zu entnehmen. Folgt auch aus dem der Elementargeometrie angehörenden 
Satz des Apollonius.^ 
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Er liegt auf der ;sr-Achse, d. h. der Linie des kürzesten 
Abstandes von l und Zi, aber ausserhalb dieses Abstandes. 

Die kubische Gleichung 13) § 15 wird: 

A« — 2//A2 (1 — Ä;2) + fxn [(1 — h^y — 4Ä;2sinV cosV)] + 

ifjfi sin2 9? cos« 9> (1 — *«) h% 
oder: 

X{k — fji(X— h^)y — 4Ä; Vsin«9? cös«^ (A — /^ (1 - h^)) = 0. 
Sie hat also eine Wurzel: 

^8=^/^(1— n 

während die beiden anderen durch Auflösung der quadratischen 
Gleichung entstehen: 

X^ — IaX{1 — k^) — 4ÄVsin2 9? cos> = 0. 
Für A = As = /i(l — k^) wird das System 10) § 15: 
— cos*99 (1 — k^) Og + sin cp cos 9? (1 + k^) 63 = 0, 
sin 99 cos 9? (1 4" *^) ^8 — sin^^? (1 — k^) 63 = 0, 
während die letzte Gleichung identisch = wird. Also 
Og = 0, 63 = 0, d. h. die ^- Achse ist die eine Hauptachse der 
Fläche. [Da X^ und A entgegengesetzte Vorzeichen haben, so 
ist sie eine der beiden reellen Achsen der Fläche]. 

Dies war auch a priori aus der Form a) der Gleichung 
zu entnehmen, da das einzige in ihm enthaltene Produktglied 
2012^^2/ durch eine Drehung um die ;sf- Achse fortgeschafft werden 
könnte. 

3. Zunächst muss die Fläche nach 2) ein einschaliges 
Hyperboloid sein (ausgenommen die dort erwähnten Grenz- 
fälle). Da aber 5, t, A und 2) von vier von einander unab- 
hängigen Grössen jll, k, 99, d abhängen, so scheint keine 
Gleichung zwischen ihnen zu sein. Bei genauerem Zusehen 
findet man aber doch, dass aus den Ausdrücken c) für s, t 
und A die drei Grössen /i, k und 9? eliminirt werden können. 

Man eliminire zunächst 99 aus t und A, Es folgt: 

tfJi (1~Ä2) = ^8 (1 _/c2)8 j^ j^ 

also : 

4^ = 4- + 4 oder: s» 4- 8J — its = 0. 

Diese Bedingung muss also erfüllt sein. 

Man kann sie aber auch folgendermassen ableiten. Es war: 

19* 
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s 



also auch : A3 = ^. Diesen Werth setze man in die kubische 
Gleichung : 

ein, so folgt wieder, wie vorhin: s^ -^ 8A — 4tfs = 0. 

Da femer: Ai + A3 + ^3 = ^j so hier: X^ + A2 = -^ und 
endlich : Ai + A^ = A3. 

4. Die Fläche sei: 

also : X^ = —, A2 = — - jY, A3 = -^, folglich : 

1 ^ J^ 1 1 1 1 



Die Gleichung a) soll aus der Gleichung a) in 2) durch 
Verschiebung des Anfangspunktes in der Eichtung der ;gr- Achse 
und Drehung um dieselbe entstanden sein (nach Multiplication 
mit einem Faktor ju). Man mache daher den Ansatz: 

Pi^[{xcosai +ysinai)« + {0 + dj)^\ 

Die beiden eckigen Klammern sind die Quadrate der beiden 
Lote vom laufenden Punkt P{xye) auf die beiden Geraden 
mit den Gleichungen: 

iccosai + ysin ai = 0, ;er + d^ = und 
iccos a^ + ysin Og = 0, z + 0,2 = 0, 
Also behauptet der Ansatz, dass diese beiden Lote ein 
constantes Verhältniss P2 : Pi haben. Die Identität löst sich 
in die sechs Gleichungen auf: 

c) -^=2?i«cos2ai— i^a^cos^ag, — -^, =i?i2sin2ai— ^^a^sin^, 

Die drei ersten Gleichungen sind nicht von einander un- 
abhängig, da aus ihnen die Folgerung gezogen werden kann: 
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A = J_ ._! 

welche erfüllt ist. Es bleiben daher nur fünf Bedingungen 
zwischen den 6 Grössen p^, p^, d^, d^, ai, 02, d. h. der Ansatz b) 
ist in der That auf unendlich viele Arten möglich. Es giebt 
nnzählig viele Linienpaare, für welche das Verhältniss der 
Entfernungen constant ist. 

Um pi, p^y dl, dl, Ol, Qg aus den Gleichungen c) darzu- 
stellen, muss man eine von ihnen, oder eine andere von ihnen 
abhängende Grösse willkürlich annehmen. Es werde Pi : p.^ = //, 
Pi = fji^p^ gesetzt, so folgt aus der dritten Gleichung : 



Die sechste Gleichung giebt: 

P2 
Man setze in die vierte Gleichung ein. Es wird; 



folglich nach der dritten Gleichung: 

dl = — , d, = cu. 

{fi kann sowohl positiv, wie negativ werden). 

Um die Winkel ai und a^ zu berechnen, entwickele man 

aus der fünften Gleichung: 

«1^ sinai • cos Ol 

sina^ = -2 • -^- 

P2 cos 02 

setze in die zweite ein und berechne: 

1 jpi^sin^ai (^g^cos^Qz — Pi^cos^ai) 

oder nach der ersten Gleichung: 

«2 ^«sin^oi ^ sin^tti 

6^ i^a^COS^tta ^ COS^ag ' 

Mit Hilfe dieser Gleichung und der ersten und zweiten 
Gleichung c) folgt dann leicht: 

cos Ol = — \, - , cos ao = — = ■; - = — , 

fx^h^ — a^ ' yfe4_a4 ' 

sm Ol = -,, - -= =^.) sm oa — ^ ^ 



fiyh^ — a^ ' yb^ — a' 
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Damit das Linienpaar reell wird, muss daher (da 6 > a) 
das Verhältniss u zwischen ^ und - liegen. Innerhalb dieser 
Grenzen ist aber fx ganz willkürlich. Vertauscht man ja mit 
-, so werden offenbar die beiden Linien des zugehörigea 
Paares vertauscht [te = 1 ausgeschlossen, weshalb ?] 

§17. 

1. Es sei: 

mx -|- wy -|- 2>^ = 

die Gleichung irgend einer Durchmesserebene. Die Richtungs- 
Cosinus der Normalen verhalten sich nach 6 a) § 7 wie 
m:n :p. Es sei P (f , rj, f ) irgend ein Punkt auf ihr, so ver- 
halten sich die Richtungscosinus andererseits wie ^ : ?y : C- 

Daher: 

S : rj : ^ = m:n : p, 

Soll r = MPy wie verlangt = a' (bezw. = b*) sein, so : 

r« = |a + iy2 ^ C^ = + a'2 (= + 6' 2)^ 

Andererseits nach 16): X = — a'2(= — 6'«), also auch: 

X=: — rK 

Die Gleichung 15) ergiebt daher: 

r^ — a« "'" r« — b^ ~^ r^ — c« "" 
Dies ist, wenn man für r® seinen Werth : f * + iy^ + f ^ ein- 
setzt, die Gleichung der Wellenfläche. Sie ist nach Fort- 
schaffung der Nenner nur scheinbar vom sechsten Grade, da 
in ihr der überflüssige Paktor r^ enthalten ist. Derselbe 
kann eliminirt werden, wenn man so umformt: 



u. s. w. Es folgt nach Division durch r^ : 

£2 ^2 r2 

a) ? 1 5 I ^ 1 = 

">' |.2 _ ^2 ~ y.2 62 ~ ^2 _ ^2 

oder: 

aO |2 (^2 _ ft2) (y2 _ c2) + ^ 2 (y.2 _ ^2) (^2 _ ^^2) J^ 

C^ (r« — a«)(r« — 6«) — {r^ — a«) (r« — b^) (r^ — c^) = 0. 
Die Fläche besteht (den Werthen r = a' und r s=b* ent- 
sprechend) aus zwei Theilen, einer inneren und einer äusseren 
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Fläche, die nur in vier Punkten (den Kreispunkten {a* = 6') 
entsprechend) einander berühren. Bildet man den Schnitt mit 
einer Hauptebene, setzt also z. B. in a') C = 0, so folgt : 

(^2 _ c2j ip (^2 _ 62J _|. ^2 (^2 _ a^) _ (^2 _ ^^2) (^2 _ ^2)] = Q, 

also, da r^ = f « + if, entweder : 

^ + ri^ — c\ 
d. h. ein Kreis mit dem Radius c, oder, nach kleiner Um- 
formung: 

^2 ^2 

JL -L ^3 1 = 

d. h. eine Ellipse mit den Halbachsen a und 6, aber gegen 
den zugehörigen Hauptschnitt des Ellipsoids, wie man sieht, 
um 90/^ gedreht. 

Dies Zerfallen der Schnitte mit den Hauptebenen in einen 
Kreis und eine Ellipse ist geometrisch sofort erklärt, da eine 
durch eine Hauptachse gehende Durchmesserebene das EUipsoid 
in einer Ellipse schneidet, deren eine Hauptachse mit dieser 
Hauptachse zusammenfallt, während die andere in der senk- 
rechten Hauptebene liegt. 

2. Es seien, wie im Text: 

liX — ?;2f -|- Ä = 0, liX -}- te + Aj = 0. 

die Gleichungen der Ebenen der beiden Kreisschnitte, so ist, 

wie dort gezeigt, die Gleichung der Kugel: 

^' + 2/' + ^' + xkl'' (A + Äi) + zW (Ä — Ai) 4- 6« Qi\ — 1) = 0. 

Daher ihr Mittelpunkt Jf(a, 0,y) und ihr Eadius r nach 

5) § 13): 

m^\h + \) W {h - AQ 
a) a — 2 1 y — 2 ' 



= fe]/l-ÄA,+|^ + 



r = ■ / 1 _ j,.Ä. _i--n_ j. yL 



Will man hieraus A und h^ eliminiren, so bilde man zu- 
nächst die Kombination: 



Daher : 

6« ~ k'^h^ '^ l^c^ "*" ja ■^" 6« 

oder nach Einsetzen von 5) und leichter Eeduktion : 
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Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen a, y und r. 
Sind a und y reell, so sind nach a) auch h und A^, also auch 
die Ebenen der Kreisschnitte reell. Die Schnitte selbst aber 
können sehr wohl imaginär werden, wenn nämlich die Ebenen 
das Ellipsoid nicht schneiden. Dies trifft im besonderen 
sicherlich zu, wenn r = 0. Die Gleichung b) giebt dann: 

^) a^ — b^ ~ b^ — c^ —1 = 0. 

Dies ist die sogenannte Fokalhyperbel des EUipsoids, 
welche wir später auf ganz anderem Wege in § 20 wieder- 
finden werden.*) 



§ 18. 
1. Die Gleichung der Tangentialebene in F{xyz) ist: 

a^ b^ c^ 

Das Verhältniss der Richtungscosinus der Normalen mit- 

hin = — ^ : ^^ : —^. Wenn daher P' (f, rj, C) ein beliebiger 

Punkt der Normalen, so: 

also nach Einführang eines Faktors X: 

a) ^ = x{l+^yr,=y{\+^ 





*) Diese Ableitung der Fokalkurven ist die erste, welche man über- 
haupt [durch Verallgemeinerung der Brennpunkte von der Ellipse auf das 
EllipsoidJ gefunden hat. Wie i^ I, § 14, Seite 180 gezeigt, sind die 
Tangenten von einem Brennpunkt an die Ellipse „Nulllinien". Oder auch : 
Der Kreis um einen Brennpunkt als Mittelpunkt mit dem Radius Null hat 
mit der Ellipse eine doppelte Berührung. Eine Kugel nun, welche das 
EUipsoid in zwei Kreisen schneidet, hat aber mit dem Ellipsoid auch eine 
doppelte Berührung (in den beiden Punkten nämlich, in welchen die beiden 
Kreise sich schneiden). Also, so schloss man, suche man unter allen 
diesen Kugeln diejenigen auf, deren Radien = sind. Die 
Mittelpunkte dieser Kugeln werden dann voraussichtlich in vielen Be- 
ziehungen den Brennpunkten der Ellipse entsprechen. 
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Ffir Q, B, S ist der Beihe nach zu setzen : 1 = — a^, 
X = — b\X = — cK 

Daher : 






und 

P^ : PH : PS = Ai : ^2 : As = «2 : ja : c2. 

(Vergl. I, § 14, Seite 175). 

2. Die Bedingung des Senkrechtstehens : XX^ + ^^i + 
ZZ^ = verwandelt sich nach 21) in: 

a) a^XL + &2Zaf + c^ZN = 0. 

Sie wird z. B. für alle Durchmesser erfüllt {L = M=N= 0) 
[Polaren unendlich fern, also von unbestimmter Richtung], 
für alle in einer Hauptebene liegende Gerade, z. B. : X = 0, 
M= 0, N= 0, für alle zu einer Hauptebene senkrechte 
Gerade, z. B. i = 0, Y=0, Z= und auch für alle Nor- 
malen, weil die zugehörigen Polaren in den Tangentialebenen 
liegen. 

3. Die Komplexgleichung a) der vorigen Aufgabe bleibt 
unverändert, wenn a :b : c unverändert bleibt, also für alle 
ähnlichen, ähnlich gelegenen und concentrischen Ellipsoide. 
Vermöge der Identität XL + YM + ZN = kann sie aber 
auch so geschrieben werden: 

(a« + A)ZL + (6« + X)YM + (c« + X) ZN= 0, 

d. h. die Komplexgleichung bleibt auch für alle konfokalen 
Flächen dieselbe. Setzt man z. B. A = — a% so : 

(62 — a^) YM + (c2 — a2) ZN = 0. 

d. h. der Komplex bleibt derselbe, wenn h^ — a^ : c« — a* sich 
nicht ändert. (§ 20). 

Die drei Punkte Q, R, S, in denen die Koordinatenebenen 
geschnitten werden, sind nach 9) § 10, wenn dort der Keihe 
nach Xj y, = gesetzt wird: 

«(„,_|.+l).^(4.„,_4),,(_|,4,o). 
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Man findet hiemach z. B.: 

Q^__NZ_ _ h^ — a^ 

QS ~ MY ~ c2 — a«' 
also constant. D. h. der Komplex besteht aus allen Geraden, 
welche die Koordinatenebenen in drei Punkten so schneiden, 
dass das einfache Verhältniss zwischen denselben einen ge- 
gebenen Werth hat. (Vergl. üebungsaufgaben 3) und 4) § 9). 

4. Die Normale in F(xyz) geht durch den in 1) bezeich- 
neten Punkt P' (f t] C). Ihre Plücker'schen Koordinaten daher 
nach § 10: 



a) 



^=-^^ ^=-#' ^=-#' ^' = ^y'\-^-^\ 

Hieraus und der Gleichung für P: 

^2 r j^ -r ^2 

sind ^, y, z^ X zu eliminiren. Man findet zunächst sofort die 
Identität : XL + YM + ZN = bestätigt, dann aber wieder 
die Gleichung: 

a^XL -f- J^ZM + c^ZN = 
und schliesslich noch die tiefer liegende Gleichung dritten 
Grades.. 

ZMiVa« (62 _ c2) + YNU^ (c« — a^) + ZLMc^ (a^ — J^) 

Fragt man z. B. nach allen Normalen des EUipsoids von 
einem beliebig gegebenen Punkt Pq {xq y^ 0q\ so setze man : 
L = yQZ — ZqY u. s. w. und erhält um Po als Spitze einen 
Kegel zweiten und einen Kegel dritten Grades. Also gehen 
durch Po sechs Normalen (welche selbstverständlich nicht alle 
reell zu sein brauchen, da z. B., wenn Po ausserhalb des 
EUipsoids liegt, offenbar nur zwei reelle Normalen vorhanden 
sein werden). Ebenso zeigt man, dass in einer beliebigen 
Ebene auch (höchstens) 6 Normalen liegen. 

§19. 

1. Aus 4) und 5) werden durch Auflösung nach xyz diese 
drei Koordinaten, wie 6) im besonderen Fall zeigt, „bilineare" 
Funktionen von A und ju mit demselben Nenner: 
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^ ^ «1 + &i^ + Oif^ + ^1^/^ 
«4 + 64^ + ^4/^ + ^4 V 

a. SL w. Die vier Ecken seien : 

ß) Ä(xoyo^o), B{x^y^8{), C{x^y^z^\ B{x^y^ss^). 

Es sind AB und CD zwei Gerade der einen Schaar, denen 
je ein constanter Werth von A, nämlich A = Ao, X = l^ ent- 
sprechen möge. DA und BC gehören zur anderen Schaar 
und ihnen mögen die Werthe ju — juq, fJL = fi^ entsprechen. 
Dann sind die vier Punkte, in den X und fi ausgedrückt: 

Mao kann nun unbeschadet der Allgemeinheit annehmen: 



Denn 



Xq =: iülq = und Xi = fx^ = 00 Id. h. -r- = — = ). 

die Form d) ändert sich nicht, wenn die X und jll linear 
transformirt werden, d. h. wenn an ihre Stelle gesetzt wird: 

y + dX' f + d'jLL 

und hat nun die Möglichkeit vor sich, dass den alten Werthen 

Xq und Xi nachher die Werthe und 00 u. s. w. entsprechen. 

Es sei also: 

Xq = 0, jLio = 0, Ai = 00, /ii = (X), 

so folgt durch Einsetzen des Punktes A) in a) nach ß) und y): 

Xq = -^, ßi = ü^Xq u. s. w. also: 



Ö4 



a^XQ 4" 64^3^ + c^x^/x -j- d^x^X^i 

«4 + ^4^ + ^4/^ + ^4^/^ 

y und z entstehen aus dieser Darstellung, wenn auch 
rechts x durch y und z ersetzt wird. Die vier Koefficienten 
«4, 64, C4, ^4 bleiben ganz willkürlich. (Ist aber etwa einer 
von ihnen = 0, so artet die Fläche, wie leicht ersichtlich, in 
zwei . Ebenen des Tetraeders ABCD aus). Da es aber nur 
auf ihre Verhältnisse ankommt, so setze man z. B. a^^ = 1. 
Dann schreibe man X für b^X, fi für c^fx^ so bleibt nur noch 
^4 willkürlich. Lässt man nunmehr hier den Index 4 fort^ 
so folgt: 

^~ l + X+fJL-^dXfi ' 
ebenso y und z. Variirt man hier d, so entstehen Parameter- 
darstellungen für jede Fläche des durch das windschiefe 
Viereck bestimmten „Büschels" von Flächen zweiter Ordnung. 
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Soll die zu bestimmende Fläche ein Paraboloid werden, so 
muss eine der Linien k und eine der Linien jn unendlich fem 
liegen. D. h. der Nenner muss ein Produkt werden aus einem 
Faktor ersten Grades, der nur X und einem solchen, der nur ja 
enthält. Dies wird nur erreicht wenn d=l, denn es ist : 
1 + A + /i + dA^ = (1 + A)(l+ iu)+ {d — l)XjLi. 

Für das Paraboloid erhält man also die Darstellung: 

u. s. w. Setzt man hier im besonderen X = ja = -\- 1, so 
folgt: 

X = -^— ' — i-J — ^-^ — - u. s. w. 

4 

d. h. das Paraboloid geht durch den Schwerpunkt des 
Tetraeders ÄBCD. (Vergl. Uebungsaufgabe 3) § 13). 

Für das Paraboloid geht die Projektivität (Seite 213) in 
Aehnlichkeit über. Man theile also AB und DC in eine 
gleiche Anzahl gleicher Theile und verbinde entsprechende 
Theilpunkte (wenn aber AB und DC nicht windschief wären, 
sondern sich schneiden würden, so Tangentenkonstruktion der 
Parabel [I, § 23, Seite 288]). Im besonderen liegt die durch 
den Schwerpunkt des Tetraeders gehende Verbindungslinie 
der Mitten von AB und DC auf der Fläche. 

2. Aus : 

D^Fi— Füi = und: UV^— rU^ + alP+bUr+cU^ = 

folgt: 

a) uri — ri\ = oi ß) aU^+bür+cv^=o. 

ß) zerfällt in zwei Gleichungen ersten Grades: 
ßi) C^— AiF=0, ß^) U—l,V=(). 

Also nach Einsetzen von ß^) in a) 
entweder : Z7= F= 0, oder üi — Ai Fi = 
und nach Einsetzen von ß^ 
entweder : ?7= F= oder TJ^ — Ag Fi = 0. 

Die Gerade (?7=0, F=0) wird also zweimal als Schnitt- 
linie der beiden Flächen erhalten (welche sich ausserdem noch 
in den beiden Geraden; 

r/— AiF=0, f^i — AiFi=0; U—X^V={), Ü^^X^V^ = Q. 
schneiden), d. h. diese Gerade ist eine Doppellinie des 
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Schnittes beider Flächen, d. h. letztere berühren sich längs 
derselben in ihrer ganzen Ausdehnung. 

8. Die Gleichung einer ümdrehungsfläche zweiter Ord- 
nung überhaupt hat nach 16 a) § 14, wenn man dort X = l 
und A = + 1 setzt, was, wenn a, b, c beliebig sind, gestattet 
ist, die Form: 
x^-hy^ + 0^ ± (ax + ly + czY-^-^dx + 2ey + 2fz + g = {}, 

Macht man die Berührungslinie zur ic-Achse, d. h. nimmt 
man y = 0, ;8f -= als ihre Gleichungen, so folgt durch Ein- 
setzen für jeden Werth von x: 

x^ (1 ± a^) + 2drr + flf = 0, 
also: rf = 0, flf = 0, a = + 1. Da aber die Vorzeichen von 
a, b, c gewechselt werden dürfen, so setze man : a = -|- 1. 
Nunmehr seien: 
I) x^ + y^-f-z^ — (x + ay + bzy-\-2cy + 2dz = {), 
II) x^ + y^ + z^ — \x + a^y + b^zy^ + 2c^y+2d^z = 0. 
die Gleichungen der beiden in der Aufgabe genannten 
Hyperboloide, welche sich längs der rr-Achse in ihrer 
ganzen Ausdehnung berühren sollen. Nach der vorigen Auf- 
gabe muss also zwischen den linken Seiten ü und U^ eine 
Identität von der Form: 

kü—ü^— ay^ — 2ßyz — yz^^O 
vorhanden sein. Dieselbe zerfällt in die folgenden sieben 
Gleichungen, wenn man die Koefficienten von y% z^, yz^ zx^ 
xy^ y^ z = Q setzt : 

ifc(l — «2) — (i_ai2)_a = 0; h{X — b^) — (X—b^^) — y=Q\ 

— hob -\- «ifei — j8 = ; 
— Ä6-|-6i = 0; — Ä;a+<^i=0; kc — Ci = 0; Ted — d^ = {). 

Folglich sind: 
T) x^ + y^' + z^ — {X'\-ay + bzY + 2cy-[-2dz = Q, 
H') x^-\'y^-\'Z'^—lx\- hay + Tcbzf + 2hcy + 2Mz = 0, 
wo a, by c, d, h ganz beliebig sind, irgend zwei ümdrehungs- 
hyperboloide, welche sich längs der :r- Achse überall berühren. 

Die Gleichungen I') und 11') lassen sich aber noch verein- 
fachen. Dreht man das Koordinatensystem um die iz?-Achse, 
so können ay -f- bz zu einem einzigen Glied zusammengezogen 
werden. Man kann also unbeschadet der Allgemeinheit 
b (oder a) = setzen. Verschiebt man darauf noch in der 
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Eichtung der :r-Achse, so ändert sich nur c und man kann c 
zu machen. Die Gleichungen werden dann: 

I"j x'^-\-y^-'\-z^ '-{x-[- ayY + 2dz = 0, 
11") x^ + y^\-z^ — {x-\- TcayY + 2kdz =0. 

Aus der Form dieser Gleichungen geht noch hervor, dass 
die Gleichungen der Umdrehungsachsen l und l^ werden: 

a) l: z + d=Q^ y — arc = 0, Z^ : ;er + di = 0, y — a-^x = 0, 
wo nach I") und II") d:d^=^a:a^y 
während die Gleichungen der Berührenden \ sind: 

ß) l^:y = 0, z = 0. 

Hieraus -geht hervor: 

1. Diejenige Gerade, welche l und l^ senkrecht schneidet 
(hier also die ^-Achse), schneidet auch die Berührende Zg 
senkrecht. 

2. I2 ist Erzeugende eines gleichseitigen hyperbolischen 
Paraboloids, in welchem l und li zwei Erzeugende sind. Die 
Gleichung desselben ist: 

azx -\- dy = 0, 

Sind aber, wie vorausgesetzt, l und ?i gegeben, während 
I2 gesucht wird und nimmt man die Gleichungen von l und l^ 
in der Form an (Aufgabe b, § 4): 

a*) l : z — J = 0, rcsin 99 -]- y cos 9? = ; 

Ij^: z -^ A = 0, xsia q? — ycos 99 = 0, 
so ist das jetzt gewählte Koordinatensystem offenbar gegen 
das vorige um die jer-Achse gedreht und in der Richtung der 
;ßr-Achse verschoben. Die Gleichungen von I2 werden daher 
nicht mehr y = 0, z = 0, sondern von der Form sein: 

ß') I2 : z — J' = 0, a:sin q)' + ycos 9?' = 0, 

Setzt man daher, um a') und ß') mit a) und ß) in Einklang 
zu bringen: 

z = A* -\- z*, xsmq)* -j- y cos 99' = y', 
also auch: 

iz?cos 9?' — y sin 9?' = x', x = x* cos 9?' -j- y* sin 99', 
y = — rc' sin 9?' -j- y cos 9?', 

so verwandeln sich die Gleichungen a') und ß') in: 

a") h z' + A' — A = 0, y* — rc'tg (9?' — 9?) = 0; 
hl z^ + A* + A = 0, y' — x'tgi<p' + <p)=^0, 
n k:z' = 0,y'=0. 
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a") und ß*") müssen also jetzt mit a) und ß) identisch sein, 
ausser dass einmal x\ y*, z'^ andermal x^ y, z steht. Folglich : 
d = zl* — zl, di=A' + A, a = + tg(q)* — (p\ 

• «1 = + tg {(p' + (f), 
also, da ad^ — a^d = : 

(J' +. A) - tg(^' -(p) — (^' - A) . tg(9.' + 9^) = 
oder vereinfacht: 

A' _ A 
'^^ sin 29?' sin 29? " 

Dies ist die einzige Beziehung zwischen J, 99, J' und 97'. 
Sind l und Z^, also auch J und 99 gegeben, so giebt es hier- 
nach unzählig viele Hyperboloide, welche der verlangten Auf- 
gabe genügen. Setzt man z. B. 9?' = (oder 9?' = 90 % so 
wird ^' = 0. Nach /?') fällt Zg mit der a:- Achse (oder y- Achse) 
zusammen und die beiden Hyperboloide werden congnient. 
Man wird diesen Fall wählen, wenn die Tourenzahl dieselbe 
bleiben soll, also das üebersetzungaverhältniss 1 : 1 ist. Hat 
dieses Verhältniss aber einen anderen Werth, so wird man 
das Verhältniss der Radien der beiden Kehlkreise, nämlich 
A' — A : A' '\' A hiernach richten.*) 

§20. 

^ a2 ^^^ 62 +^ ^2 -'^\a2+j2 + c2j — 'l. 

ß) (PP\r- (PT,y = [{x\ - xy + (2/'i - yy - (z\ - ^y] - 

[(^1 - ^r- + (yi - y'iY + (^1 ~ ^\y] 

[{^\ + y\ + ^\) — {^' + y' + ^')] 

— 2 [xx\ — x^x'] — 2 [yy\ — y^y'] 
— 2[zz\—z^s!'] = 0, 
(Da die beiden ersten Klammerausdrücke nach a) jeder 
= X, die drei anderen jeder = 0. Von dem Korrespondenz- 
princip hat man z. B. auf sehr scharfsinnige Weise vorzüg- 
liche Anwendungen auf die Erforschung von Anziehungen ge- 
macht, welche von ellipsoidisch begrenzten Körpern ausgehen). 

*) Hierüber und über die Theorie der Verzahnung von Hyperboloid- 
rädern vergl. z. B. Eeuleaux, Konstrukteur. 
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2. Der Pol P (x, y, z) der Ebene E (u, v, w) in Bezug auf 
die Fläche: 

X'^ 1/2 ^2 

+ ... , + ,o . — 1 = 



ist nach 20) § 18: 

:r = — e^(a« + A), y = — t;(&2 + A), ^ = — w; (c« + X). . 

a?, y, ;2f sind also lineare Funktionen von ;i, folglich liegen 
die Pole einer gegebenen Ebene E in Bezug auf alle kon- 
fokalen Flächen in einer geraden Linie. Sein l^ und k^ die 
Parameter zweier Flächen, Piix^y^z^^ P2 feya-sfg) die zugehörigen 
Pole, a, )8, y die Richtungswinkel ihrer Verbindungslinie, so: 

cosa : cos/? : cosy = 0:2 — x^iy^ — ^i : ^2 — ^1 = (>li — -^2) ^ 
: (Ai — <^) ^ ^ (^ — X^w = u:v:w. 

Nach 11) § 7 steht diese Linie daher auf E senkrecht. 

3. a) Es sei l (X, T, Z, i, M^ N) irgend eine Gerade im 
Kaum und X (bezw. /^ oder r) der Parameter irgend einer der 
konfokalen Flächen. Nach 18) § 18 berührt l die Fläche, 
wenn: 

z« r^ z^ i2 



a« + ;i 62 _^ A c2 + A ^ (62 + X)(c^ + A) 
^^ + ^ =0 



(c2 + A)(a2 + A) • (a2 + A)(62 + A) 

Dies giebt nach Fortschaffung der Nenner eine Gleichung 
zweiten Grades für X. Die Gerade l berührt also zwei der 
konfokalen Flächen. 

b) Um die anderen Behauptungen zu beweisen, ist es 
zweckmässig, von folgender Betrachtung auszugehen. Es 
seien E^ (wit'i^) und E^ {U2V2W2) irgend zwei durch l gehende 
Ebenen. Dieselben sind im allgemeinen nur in Bezug auf eine 
der konfokalen Flächen zu einander polar. Denn die zu- 
gehörige Bedingungsgleichung: 

a) u^u^ (a^ + A) + v^v^ (6^+ A) + w^w^ (c2 + A) — 1 = 
liefert nur einen Werth für A. Wenn aber: 

und zugleich: 

y) u^u^a^ + v^v^^ + w-^w^d^ — 1 = 0, 

so wird diiese Gleichung identisch erfüllt und die Ebenen sind 
polar in Bezug auf alle Flächen. 
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Nun bilden sämmtliche durch eine Gerade l gehende Ebenen 
ein auf sich selbst polar und also auch involutorisch bezogenes 
Ebenenbüschel, wenn man jeder durch l gehenden Ebene -Bi 
die ihr in Bezug auf irgend eine Fläche polare und durch l 
gehende Ebene JE^ zuordnet. Bei dieser paarweisen Zuordnung 
giebt es aber stets ein reelles Paar, welches einen rechten 
Winkel bildet. D. h. durch j.ede Gerade l im Eaume giebt es 
zwei Ebenen, für welche ß) und y) erfüllt sind. Diese Ebenen 
sind sich dann in Bezug anf alle Flächen polar und halbiren 
also (da sie senkrecht stehen), die Winkel zwischen den beiden 
Tangentialebenen an jede der Flächen. 

c) Um nun zu beweisen, dass diese Ebenen -Bi und -Bg i»it 
den beiden Berührungsebenen in den Berührungspunkten von 
l mit den beiden in a) bestimmten Flächen zusammenfällen, 
betrachte man eine beliebige durch l gehende Ebene JE{u,v,w)y 
so dass: 

Sie berührt die Fläche mit dem Parameter X in einem 
Punkt F{xyz\ wenn: 

Soll P, wie verlangt, auf l liegen, so muss sein: 

also, nach Einsetzen von x^ u u. s. w. und Multiplikation mit 
— il+h): 

K* (a2 + A) + v,^ (6« + A) + w,^ (c^ + A) ~ 1] + 

Je [u{U2 («2 + A) + V1V2 (b'^:+ X) + W1W2 (c2 -|- A) — 1] = 0, 

\u^ (a2 + A) + ViVg (62 + A) + W1W2 (c2 4. A) — 1 J + 

k[u,^{a' + k) + v% (62 + A) + w,'{c^ + X) - 1] = 0. 

Diese beiden Gleichungen zur Bestinmiung von k und X 

geben aber nach ^8) und y) entweder k = 0, oder A = oc, 

d. h. E fällt entweder mit E^ oder mit -Ej zusammen, q. e. d. 

§21. 

1, Das Korrespondenzprinzip gilt selbstverständlich nicht 
allein für zwei konfokale Ellipsoide, sondern auch für irgend 
2wei konfokale Flächen derselben Schaar, also auch z. B. fär 
zwei einschalige Hyperboloide mit den Parametern /^i und ju^. 

20 
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Auf dem ersten werden zwei Punkte Pj {x^yi^i) und P2 {x2y^02) 
angenommen. Die korrespondirenden Punkte des zweiten seien 
^1 ipi>\, Vu ^1) und Q^ (aj'a, y\, z'^. Dann ist : 

a?i x\ yi y\ 

ya*+A*i v«*+/^' y*M=^ yp+^' 

und /S) Pi<22 = ^iP,. 

Jetzt setze mau ^eti = und ^g = 0, d. b. man nehme Px 
in der :r^-Ebene und Pg in der a;^-Ebene, so folgt aus a) auch 
z\ = 0, y'g = 0, d. h. auch P'j liegt in der a;y-Ebene und P'» 
in der «;er-Ebene. Dann bleibt ß) bestehen und a) wird: 



^2 X 2 • 






Nun setze man für /*i den einen Grenz werth: ^^ =: — c* 
und für it^ den anderen ^ug = — V*. So bleibt /S) bestehen 
und a') wird: 

a") ., '^^ = ,,--^ , y'i = 0, Äi = «'i = 0, 



^2 "^ 2 



> ^2 = y 2 = 0, ^2 = 0. 



Der Punkt Pi (iPi, yi, 0) ist dann ein beliebiger Punkt der 
Fokalellipse, der Punkt ^2 (^'2? 0, z'^ ein beliebiger Punkt der 
Fokalhyperbel geworden. Die beiden Punkte : P, {pc^^ 0, 0) und 
Ci (^\> 0, 0) liegen jetzt beide auf der rc-Achse. Daher sofort: 

i«^i = ± (^a — ^i)j also auch Pi^a = ± (^^^2 — ^'1) 
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oder nach a"): j 

Dies ist die Formel 4) § 21 in yeränderter Bezeichnung. 
2, Führt man das Theilungsyerhältniss ein: 

SO wird: 

a) X= ^'a — ^ _ Vs—y' _ ^2—^ _ ^2 — ^ 

x^ — ^i y^—Vi ^2—% ^2 — ^1 

und hieraus, da y^ = ^sti == 0, fi = x^ -, fg = iCj -: 
x = kx^ + {l — X)x^\ y = kyi] jg = (l—k) z.^\ 

* = iri|A + (1 — k)x2~. 
Aus der ersten und letzten Gleichung folgt: 

Ausserdem, wie eben gezeigt: 

y) y = ^yx\ e = {i — i)z^ 

und da P^ auf der Ellipse, Pg auf der Hyperbel liegt: 

Tc soll gegeben sein. Betrachtet man F^ (^, 0, ^er^) als fest, 
so sind aus ß\ y), S) die drei Grössen x^^ y^ und A zu elimi- 
niren. d^ enthält dieselben schon an und für sich nicht, aber 
auch nicht x und y. Femer folgt aus ß^ und y^ sofort: 

Die noch fehlende Endgleichung zwischen ^, y, z^ ^, y^ 
findet man am besten, indem man aus ß) und y) oder noch 
einfacher aus a) die Kombination bildet : O^a = 0, Zi = Q): 

(x-x^Y-{-y^^{z-z^Y _ {^,-hY 

(^2-^)' + yi' + V ~ (f2-W 

Die Nenner sind nach dem Eorrespondenzprinzip einander 
gleich, also: 

20* 



2 
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V) (^ - ^2Y + y^ + (^ - ^2)' = (^2 1 - *)'. 

e) ist die Gleichung einer (auf der a:;8f-Ebene senkrecht 
stehenden) Ebene, tj) ist die Gleichung einer Eugel um 
Pa {X2, 0, 4fj) als Mittelpunkt. Also ist, wenn P2 als fest be- 
trachtet wird, der geometrische Ort von P ein Kreis. 

Setzt man aber Pi (x^, y, 0) als fest an, so erhält man statt 
€) und tj) die folgenden Gleichungen: 

Der geometrische Ort für P wird also auch ein Kreis, 
aber seine Ebene steht diesmal auf der ic^-Ebene senkrecht. 

Sollen nun endlich Pi und Pg beide variiren, so sind alle 
fünf Grössen x^, y^, ^2, z^ und l zu eliminiren. Am symme- 
trischsten verfahrt man, wenn aus /J^), yi), b^ erst x^ und y^ 
aus /Sa), ^2) ^iid ^j) X2 und -efg fortgeschafft wird, was zu deu 
beiden Gleichungen fährt: 

{xa — Tzef y^ 

(a« — e2)a "^" a2_g2 ^ ^» 

und nun A mittelst der Identität eliminirt wird: 

(A« + (1 — A)« — 1)« — 4A« (1 — A)« = 0. 

Die Dupin'sche Cyclide ist also eine Fläche vierter 
Ordnung. 

Dieselbe hat sehr merkwürdige Eigenschaften. Man achte 
vor allem auf die beiden Schaaren von Kreisen (welche sich 
auf der Fläche senkrecht durchdringen). Ausserdem bemerke 
man, dass in jeder Ebene e) [bezw. c')] zwei Kreise der zu- 
gehörigen Schaar liegen, da i) unverändert bleibt, wenn der 
Punkt Pg (rrg, 0, z^ durch den gegenüberliegenden Punkt 
P'2 ( — ^2> 0, — z^ ersetzt wird. Ferner stellt e), wenn 
^2 (^2? 0, z^ variirt, ein Ebenenbüschel vor, dessen Ebenen 
daher die Fläche sämmtlich in zwei Kreisen schneiden. Endlich 
bemerke man, dass jede Kugel der Schaar ^) von jeder 
Kugel der Schaar t^O berührt wird, da die Centrale 
= P1P2 = + (fg — f^) und die beiden Radien = + (f ^ — i) 
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^uid + (fi — k). Daraus folgt auch, dass P1P2 auf der Cyclide 
in P normal steht. 

Wenn | * | > a [oder | * |< e], so kann Q2 (f 2, 0, 0) [^1 (f , 0, 0)] 
als Abbild eines festen Punktes P' der Fokalhyperbel [EUipse] 
angesehen werden und die Fläche entsteht dann, wenn man 
die Verbindungslinien P1P2 jedes Punktes der Ellipse mit 
jedem Punkte der Hyperbel über Pj hinaus um PjP* verlängert 
(resp. verkürzt). 

Am einfachsten wird die Cyclide, wenn e = 0, die Fokal- 
ellipse also zu einem Fokalkreis ausartet. Die Gleichungen e*) 
und ^') werden dann: 

^yi — y^x = o,{x — x^Y + {y — yiY + ^^ = ic\ 

Die Fläche entsteht also, wenn man um jeden Punkt des 
Fokalkreises eine Kugel mit dem Radius k beschreibt und 
diese Kugel durch eine Ebene schneidet, welche durch die 
;^- Achse und den Mittelpunkt der Kugel geht. Mit anderen 
Worten : Sie entsteht durch Umdrehung eines Kreises um eine 
in seiner Ebene gelegene Achse. Und die andere Kreisschaar? 
Sie besteht offenbar aus den Schnitten parallel zum Fokalkreis. 

Uebrigens hat Dupin die Cyclide auf ganz anderem Wege 
erhalten, nämlich als eine Fläche, die von allen Kugeln um- 
hüllt wird, welche drei gegebene Kugeln berühren. Jene 
Kugeln bilden eine unserer Schaaren, etwa ri% während die 
drei gegebenen Kugeln sich als irgend drei Individuen der 
andern Schaal* (^) erweisen. 

§ 22. 

1. Es sei l (a, ß, y) ein Strahl von P, l^ (oi, /81, y^ der 
entsprechende Strahl von Q nach der Drehung, l\ (a'i, /8'i, y'i) 
derselbe Strahl von Q vor der Drehung. Dann war, da l\ 
* und l senkrecht aufeinander stehen sollten, die Gleichung vor- 
handen : 

1) cos a cos a\ -f" cos ß cos ß\ + Cös y cos y\ = 0. 

Nun stehen l\ und Zj in der Verwandtschaft der Congruenz, 
d. h. zwischen a^, ßi, y^ und a 1, ß\^ y\ finden die drei Be- 
ziehungen statt: 

[ cos a\ = «1 cos ai + a^ cos ß^ -|- a^ cos yi, 

2) I cos/8\ = 61 cos Ol + 63 cos/Ji + \ cos yi, 
I cos y\ = Ci cos Ol + C2 cos /?i + Cg cos yi, 
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WO die neun Koefficienten: 

ai, Og, %; Ol, Oj, 63; Ci, Cg, Cg 
mit den neun Koefficienten irgend einer orthogonalen Trans- 
formation 3) oder 3') § 3 identisch sein müssen. 

Setzt man 2) in 1) ein, so entsteht 5) § 22 und zuletzt 
die Gleichung der erzeugten Fläche 7) § 22. Mit anderen 
Worten: Im vorliegenden Falle sind Ä^, Ä^, A^\ JSi, JS2> -ßs; 
^i> ^2j Cg identisch mit den neun Koefficienten einer ortho- 
gonalen Transformation. 

Durch Koordinatentransformation kann man sogar erreichen 
(indem man die Drehachse zur jer- Achse macht), dass die 
Gleichungen 2) die einfache Form 3 a) § 3 erhalten, i h. dass: 

3) % = cos 99, Og = — sin 9?, i^ = sin 9?, 62 = ^os 9?, 
«8 = ^8 = ^1 = ^ = 0, ^ = 1. 

Die Gleichung 7) wird dann: 

C0S9?[(a? — a)(a: — ai) + (y— ft)(y — 6l)] + 
sin 9? [(y — ft) (ä: — %) — (a: — a) (2^— 61)] 4- (£f — c) (^ — O = 0. 

Die Glieder zweiten Grades werden also: 

cos 9? • rp* + cos 9? • y* + ^^ 
d. h. die erzeugte Fläche ist eine Umdrehungsfläche und 
zwar ein (abgeplattetes) EUipsoid, wenn cos 99 positiv, ein 
Hyperboloid, wenn cos 9? negativ und ein parabolischer Cylinder, 
wenn cos 9? = 0. 

Hinterher zeigen auch die Gleichungen 20) § 14 für eine 
ümdrebungsfläche sich erfüllt, selbst wenn man nicht sofort 
die einfachen Formeln 3) ansetzt. Denn es ist, wenn A^ = %, 
A^ = a^ u. s. w. in 7): 

«11 = öti, ai2 = 2 (^ + *i) ^- s- w- 

Vermöge der Formeln 4), 5) und 6) § 3 kann man nun 
beweisen, dass jeder der drei Ausdrücke in 20) § 14 = 

«1+^8 + ^3 — 1 jg^ 

2. Man mache die Achse l des ersten Büschels zur 
o;- Achse, so ist seine Darstellung: 

1) y — kjsi = 0. 

Da das zweite Büschel (mit der Achse Ij) auf das erste 
durch Kongruenz bezogen sein soll, so ist die entsprechende 
Darstellung : 
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2) y^ — Tcz^ = 0, 
wo yi und ^^ aus y und is durch eine Eoordinatentransformation 
15) § 3 hervorgehen: 

3) yi = b + hx + b^y + M, h =<^ + o^x -\- c^y -{- c^z. 
Aus 1), 2) und 8) entsteht durch Elimination von i, y^, ^er^ 
die Gleichung der erzeugten Fläche: 

Es ist also hier: 



5) aii:=0, 028 = ^» »38= ^ 



8} 



»28 — 2 ' ^^^ — 2^' ^^® — 2 * 

Zur Entscheidung über die Art der Fläche bilde man 
5, ^, J. Man findet: 

/- rh (08-^2 )^ + V + Ci^ 

_ 4C2&3 — 26,C3 + {K + h^) + fa" + ^3^) 

~ 4 

_ — C.,\^ + 63^1' — (^8 — h) hCi 

Da die Koefficienten einer orthogonalen Transformation 
durch drei unabhängige Grössen bestimmt sind, so scheint es 
fast, als ob zwischen s, t und A hier keine Beziehung ab- 
geleitet werden kann: Anders wird aber die Sachlage, wenn 
man nach 4), 5) und 6) § 3 erst umformt. 

Es ist: 

2^868 — 2&2C8 = — 2ai, ^ + 62' = ! — V, (k^ + Cs^ = l — (h\ 
also: 

Femer setze man in den Ausdruck für A statt — h^c^ ein: 
fta^a + ^3^ ^nd ordne nach c^ und ftg. Es wird : 

._ g2(— ^1^ — &2^ + V8) — ^3(— gj^— V + g^ftg) 

4 

^ g2(V — l+Vs)— ftsfe^— l + Va) 

4 

_ (g2 — M(— l + Vs — ^2^3) _ fa— i^8)(l— »1) 

"" 4 ■" 4 • 
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Nun hängen s, t, A nur noch von a, — 63 und 1 — a^ ab. 
Eliminirt man diese beiden Grössen, so entsteht die Be^ 

dingung: 

6) its — s« — 84 = 0. 

Sie ist so beschaffen, dass sie in Bezug auf die ursprüng- 
lichen Koefflcienten a^, 012 .. . homogen wird und stellt also 
eine wirkliche Bedingung für die erzeugte Fläche dar. 

Sie muss also erfüllt sein. Und umgekehrt, wenn sie für 
eine Regelfläche zweiter Ordnung erfailt ist, so lässt sich 
zeigen, dass sie (sogar auf unendlich viele Arten) durch con- 
gruente Ebenenbüschel erzeugt werden kann. 

Uebrigens hat Uebungsaufgabe 3) § 16 zu derselben 
Gleichung 6) geführt. 

3. Legt man das Koordinatensystem wie in Aufgabe b) 
§ 4, so ist die Gleichung einer Ebene E durch l: 

1) rrsin <p + «/cos <p -{^ k(0 — A) = 
und einer Ebene E^ durch l^: 

2) x^incp — ycoB 9? + ii (;2f -j- zl) = 0. 

E und El stehen senkrecht aufeinander (2 a) § 8), wenn : 

3) sin^99 — cos*9? + kk^ == 0. 

Die Gleichung der durch die beiden Ebenenbüschel er- 
zeugten Fläche entsteht also aus 1), 2), 3) durch Elimination 
von k und k^, Sie wird: 

4) x^Bin^q) — y^eos^(p + (^* — A^){Bm^q) — cos^tp) = 0, 
oder: 

. *^ J «(sinV — cosV) ■" Jg(cosV — sihV) "^ A^ 
sin* 99 cos^^? 

Da die Koefftcienten von x^ und y^ entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben, so ist die Fläche zunächst (im allgemeinen) ein 
einschaliges Hyperboloid. Aber ein solches besonderer Art. 
Denn geht man auf die Form 4) zurück, so wird bei der 
Bezeichnung 7) § 15: 

Ai = sin* 9?, A2 = — cos* 9?, Xq = — cos* 9? + sin* 9?, 
also: 

^1 + ^ — ^3 = 0. d. h. s — 2^8 = 0. 

Folglich auch: 

(s — 2X,){s — 2}i^){s — 2A3) = 0. 
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Entwickelt man diese Gleichung, so folgt aus 18) § 15: 

5) 4ts — s^ — 8A = 0, 
also merkwürdigerweise dieselbe Gleichung, wie in der vorigen 
Aufgabe und in 3) § 16. 

[Man zeige, dass die Ebenen der beiden Schaaren von 
Kreisschnitten hier senkrecht auf l und ^ stehen]. 

4. Jede orthogonale Transformation lässt die Gleichung 
der Kugel unverändert. (Abbildung durch Congruenz, bezw. 
durch Congruenz und Symmetrie (§ 1). Um andere kollineare 
Abbildungen der Kugel auf sich selbst zu finden, mache man 
ihre Gleichung erst homogen: 

x^ + y^- -\- 0^ — rH^ = 
und transformire, ohne x und y zu ändern, erst z- — rH*^ in 
sich selbst, d. h. setze: 

x = x^, y = ^1, z^ — rH^ = z^ — tH^-, 
z =^ az^-^ bt^j t = czi -\- dt^. 

Da z^ — rH'^ = (^s^ -|- rt) {z — rt), so folgt entweder : 
z -\- rt = h(Zi-\' rt{) ; z — rt = t: {^i — ^^i) 
(wo k irgend eine Constante ist), oder: 

(^ + rt) = h{z^ — rt{) ; z — rt = -^ {z^-\- rt^). 

Im ersteren Falle wird: 

_ h-\-h' , h — k' 

z — z^ 2 r ^n 2 ' 

^-'^ 2r + ^^ 2 r - kp 

(Im andern Falle ist nur t^ mit — t^ zu vertauschen), 
oder wenn nun die Homogenität wieder aufgehoben, also 

^, y, z für -, y, -T und dann ^i = 1 gesetzt wird: 

kA-k' , k — k' 



__ 3 _ yi _ _ 2 ' 2 

z. i.< z. _J_ Z«' 

wo: Jr=^,-^^ + ^|— . 

Setzt man diese und die analogen Transformationen mit 
den orthogonalen Transformationen beliebig zusammen, so 
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entstehen kollineare Abbildungen einer Engel auf sich selbst, 
die nunmehr von 6 unabhängigen Grössen, nämlich 97, y;, d 
[10) § 3], k und den Analogen k^ und k^ abhängen. Dass 
man aber auf diese Weise auch wirklich alle erhält, wie es 
thatsächlich der Fall ist, müsste durch eingehendere Forschungen 
erst gezeigt werden. 

[Durch Einsetzen von - 13) § 22 in die Eugelgleichong ent- 
steht nach Fortschaffen des Nenners eine andere Gleichung 
zweiten Grades, die hier, von einem Faktor abgesehen 
(welchen man wegen des willkürlichen Faktors in den 
16 Koefficienten = 1 nehmen kann), mit der alten überein- 
stinmien muss, nur x^ statt x u. s. w. Es ergeben sich also 
10 Gleichungen zwischen den T6 Koefficienten. Folglich bleiben 
nur 16 — 10 = 6 unabhängige Grössen]. 
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